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Formeln und Lehrsätze 



zum Gebrauche 



der elliptischen Functionen. 



Nach Vorlesungen und Aufzeichnungen des Herrn 

K. Weierstrass 

bearbeitet und herausgegeben 
von 

H. A. Scliwarz. 



Enthaltend Bogen 



Göttingen. 

Dieteriehsche Universitäts-Buchdrackerei (W. Fr. Kaestner). 
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Berichtigungen und Zusätze. 

Seite 13, Zeile 3 von unten, Avt. 12 (1.) 

Seite 10, Zeile 3 von unten 

— C„ statt C„. 
Seite 43, Zeile 8 von oben, Art. 35 (4.) 

^Jo) = 1 — 2A + 2;**— 2A°4--' ■ 
Seite 58 — 64. 

"Wenn die Grössen ^^^j ^i;', -^^ übereinstimmend mit der im Art. 47 

und in den Gleichungen (1 — 17.), (25 — 32.) des Art. 46 angewendeten 
Bezeiclinungsweise beziehlich mit 

-17 ^! I ~3 bezeichnet werden , so stehen die 
Grössen /;, , \ , h, und die Grössen 

zu den Grössen x^, t^, 7^ in derselben Beziehung, wie die 

Grössen A, / zu der Grösse t. 
Seite 81 , .Zeile 13 von unten 

liegenden statt liegende. 
Seite 82 , Zeile 1 4 von oben 

Seite 85, Zeile 7 von unten 

wobei die Summation über alle diejenigen Wcrthe des Index /n zu 
erstrecken ist, für welche die Grösse v^ der Null nicht congruent ist. 
Güttins'en, im November 1885. 
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C. F. GAUSS WERKE 

^ DER KÜNlGi.It!HEN GBSELTJSCHArT DER -WISSENBCHAPTES ZU &ÖTTlNßSN, 

AUSGÄBE AUF DIU] CKPAPIKIt. 

Band : 

I. mSQÜISITIONES AKITHMETICAE. Zweit«r Abdruclt 1670. Preis 12 Mark. 
n. HÖHERE ARITHMETIK, Zweiler Abdriick. 1876. Preis 12 Mark. 

Die Besitzer des ersten Abdruckes von Band H. können die beim zweiten Abdrucke 
hinzugekommenen Zusätze als „Nachtrag zum ersten Abdrucke des Kweiteu Bandes" 
zum Preise von 1 Mark beaiehen. 
in. ANALYSIS. Zweiter Abdruck. 1876. Preis 12 Mark. 
IV. WAHESCHEINLICHKBITS - RECHNUNG UND GEOMETRIE, Zweiter Abdruck. 1680. 

Preis 15 Mark. 
V. MATHEMATISCHE PHYSIK. Zweiter Abdruck. 1877. Preis 15 Mark. 
VI. ASTRONOMISCHE ABHANDLUNGEN. 1874. Preis 20 Mark. 

Die Entnahme von einzelnen Banden bezw. des vollständigen Werkes erfolgt ge- 
gen Baarzahlung von der K. Universitäts-Casse in Göttingen, welche nach wie vor 
den Vertrieb besoi^t. 

Versendungen nach auswärts erfolgen ohne Nebenkosten , ausser Porto , wenn die 
Preiszahlung durch Postnaehnahme gewünscht wird und zulässig ist; sonst sind wegen 
der für Wertbsendungen erforderliehen festeren Verpackung pro Band 60 Pfennig 
Emballagekosten mehr zu zahlen. 
Göttingen im Mai 1885. 



GAUSS - DENKMÜNZE. 

Die K. Gesellschaft hat zur Feier der hundertsten Wiederkehr des ( 
C. F. Gauss durch Herrn Münzmedailleur H. F. Brehmer in Hannover eine Denkmünze 
Von 70 Millimeter Durchmesser in bronzirtem Kupfer herstellen lassen. Sie enthält den 
Kopf von Gauss und die auf ihn sowie auf die Feier sich beziehende Inschrift. Um 
dieses Kunstwerk allgemeiner zugänglich zu machen, hat die Gesellschaft verfügt, dass es 
zu dem Preise von fünf Mark von der K. Universitäts-Casse zu Göttingen bezogen 
werden kann, von Auswärtigen ohne Nebenkosten , ausser Porto , wenn Postnaehnahme des 
Preises erfolgen kann. 
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Allgemeine Lehrsätze betreffend diejenigen analytischen Functionen, 
welche ein algebraisches Additionstheorem besitzen. 



Wenn eine analytische Function tp(M) des Argumentes m die Eigenschaft 
besitzt j dass zwischen den zu je drei Werthen des Argumentes 

tl, V, w 4" ^ 

gehörenden Funetionswerthen 

9(!(), f{v), fiu + v) 
eine algebraische Gleichung besteht, deren Coefficienten von « und v unabhängig 
sind, so sagt man, dass für diese Function ein algebraisches Additiona- 
theorem besteht, oder dass diese Funetion ein algebraisches Additionstheorem 
besitzt. 

Jede analytische Function tp(M), welche ein algebraisches Additionstbeorem 
besitzt, hat die Eigenschaft, dass zwischen der Function und ihrer in Bezug auf 
M genommenen ersten Ableitung ^'{u) eine algebraische Gleichung besteht, deren 
Coefficienten von dem Argumente u unabhängig sind. 

Der Bereich des Argumentes einer solchen Function kann in jedem Falle 
auf alle endlichen Werthe ausgedehnt werden, ohne dass die Function aufhört, 
den Charakter einer algebraischen Function zu besitzen; denn jede analytische 
Function ^{ii), welche ein algebraisches Additionstheorem besitzt, ist Wurzel 
einer algebraischen Gleichung, deren Coefficienten eindeutige Functionen des 
Argumentes u sind und für alle endlichen Werthe desselben den Charakter ra- 
tionaler Functionen besitzen. Es kann also das Argument dieser Functionen 
nur eine im Unendlichen liegende Grenzstelle haben. 
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2 Allgemeine Lehrsätze. Ä.i't. 2,. 

Eine analytische Function ip(j(), für welche ein algebraisches Additions- 
theorem besteht, ist 

entweder I., eine algebraische Function von w, 

oder n., wenn mit «) eine passend gewählte Constante bezeichnet ivird, 

eine algebraische Function der Exponentialfunction e~^ , 
oder 111., eine algebraische Function einer Function pu = s, welche, wenn 
mit 02 und ffs zwei passend gewählte Constanten bezeichnet wer- 
den, durch die Differentialgleichung 



\äu/ 



: 4sä- 



und die Bedingung p(0) = oo bestimmt werden kann. 
Die beiden ersten Fälle sind als specielle F"'älle im dritten enthalten : der 
erste, wenn g^ und g^ einzeln den Werth Null haben, der zweite, wenn g\ — 2 Igi 
gleich Null ist. 

2. 

Unter den analytischen F'unctionen eines Argumentes u, welche ein alge- 
braisches Additionstheorem besitzen, sind diejenigen aiisgezeichnet, welche für 
alle endlichen Werthe des Argumentes den Charakter ganzer oder gebrochener 
rationaler Functionen haben, welche daher eindeutige Functionen ihres un- 
beschränkt veränderlichen Argumentes sind. 

Alle eindeutigen analytischen Functionen cp [u) , welche ein algebraisches 
Additionstheorem besitzen, haben die Eigenschaft, dass ip(M-l-v) rational aus- 
drückbar ist durch die Werthe «) (?/), »f (v) und die Werthe der ersten Ableitungen 

Wenn eine analytische Function '^{u) die Eigenschaft besitzt, dass ^{ii-\-v] 
rational ausdrückbar ist durch ^(m), tp(«), tp'itt), ¥'(v), so ist diese Ennetion eine 
eindeutige Function ihres unbeschränkt veränderlichen Argirmentes, welche für 
alle endlichen Werthe desselben den Charakter einer ganzen oder gebrochenen 
rationalen Function hat. 

Es gUt auch der Satz: Wenn eine eindeutige analytische Function <{)(«) 
die Eigenschaft hat, dass zwischen der Function und ihrer ersten Ableitung f'(tt) 
eine algebraische Gleichung besteht, deren Coefflcienten von dem Argumente 
nicht abhängen, so besitzt diese Function ein algebraisches Additionstheorem, 
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Art. 3. Allgemeine Leliraätze. 3 

Eine eindeutige analytische Function '^{u), welche ein algebraisches Acl- 
ditionstheorem besitzt, ist 

entweder I,, eine rationale Function von u, ^^^^ 

oder II., eine rationale l'uiiction einer Exponentialfunction e "" , 
oder III.; eine rationale Function einer Function pu und ihrer ersten Ab- 
leitung p'u. 
Die beiden ersten Fälle sind wiederum als speciellc Fälle im dritten 
enthalten. 



Jede transceudente eindeutige analytische Function , welche ein alge- 
braisches Additionstheorem besitzt, ist nothwendig eine periodische, und zwar 
entweder eine einfach periodische oder eine dop^Jclt periodische 
Function. 

1, Wenn alle Perioden des Argumentes der F"'unction als positive oder ne- 
gative ganzzahlige Vielfache einer und derselben Periode 2(0 dargestellt werden 
können, so heisst die Function einfach periodisch. Die Grösse 2u) heisst 
primitive Periode. 

■ 2. Wenn eine periodische eindeutige analytische Function nicht im er- 
klärten Sinne einfach periodisch ist und wenn dieselbe sich nicht auf eine Con- 
stante reducirt, so ist es auf unendlich mannigfaltige Weise möglich, zwei Pe- 
rioden 2(0 und 2co' des Argumentes der Function derart auszuwählen, dass alle 
übrigen Perioden durch Addition und Subtraction aus diesen beiden zusammen- 
gesetzt werden können. In diesem Falle wird die Function doppelt perio- 
disch genannt und jedes System von zwei Perioden 2(u, 2ü)', welche die angege- 
bene Eigenschaft haben, heisst ein primitivesPeriodenpaar. 

Der imaginäre Bestandtheil des aus den zwei Perioden 2vo' und 2(o eines 
primitiven Periodenpaares (2(0, 2u>') gebildeten Quotienten — = t ist stets von 
Null verschieden und zwar kann vorausgesetzt werden, ohne dass die Allgemein- 
heit der Untersuchung hierdurch wesentlich beschränkt wird, dass der reelle 
Bestandtheil des Quotienten — r, welcher in der Foloe mit 3t ( — r) bezeichnet 
werden soll, einen positiven Werth hat. 

Zwei Periodenpaare (2u), 2(o'} und (2(0, 2iu') sollen aequivalent genannt 
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4i Allgemeino LelivsatKe. Art. 4. 

werden, wenn die Gesamratheit aller derjenigen Grössen, welche durch Addition 
und Subtraction ganzzahlig aus den Perioden des einen Paares gebildet sind, 
übereinstimmt mit der Gesammtheit aller auf analoge Weise aus den Pe- 
rioden des anderen Paares gebildeten Grössen. 

Damit zwei Periodenpaare (2ü), 2(ö') und (2(5, 2iö'] aequivalent seien, ist 
nothwendig und hinreichend, dass zwischen den Perioden beider Paare Glei- 
chungen von der Porm 

2(ü = 2p(u+22m', 2<7)' == ^pm-^-'Kim 

bestehen, in welchen p, q, p, q ganze positive oder negative der Bedingung 
fi—qp' = +1 

genügende Zahlen, einschliesslich der Null, bedeuten. 
Die beiden Grössen 



a(|C) und („■--,,')8i(^) 
uung der Zahler 



haben dasselbe Vorzeichen, 

Durch geeignete Bestimmung der Zahlen f, q, p, q kann stets erreicht 
werden, dass 



Der allgemeinste Fall der eindeutigen analytischen Functionen, für welche 
ein algebraisches Additionstheorem besteht, wird gebildet von den eindeutigen 
doppelt periodischen Functionen, welche für alle endlichen Werthe des Argu- 
mentes den Charakter rationaler F'unctionen besitzen, deren Argument also nur 
eine im Unendlichen liegende wesentlich singulare Stelle hat. Diese 
Functionen werden im weiteren Sinne elliptische Functionen genannt. 

Wenn in dem Folgenden von einer elliptischen F'unction die Rede ist, so 
ist stillschweigend immer eine eindeutige ellii)tische Function gemeint. 

Es sei (2u), 2io') ein primitives Periodenpaar, so sind alle Perioden in der 
Formel w = 2^(0 -j- 2fi'o>' enthalten, in welcher jeder der beiden Zahlen (i und \i 
alle ganzzahligen positiven und negativen Werthe, Null eingeschlossen, beizu- 
legen sind. 
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Art. 5. Die, Function Sm. 5 

Zwei Werthe des Argumentes heissen congruent oder incongruent, 
jenachdem die Differenz derselben eine Periode ist oder nicht. 

Ein reriodenparallelogramm des Argumentes u einer elliptischen 
Function, für welches (2«), 2io') ein primitives Periodenpaar ist, wird analytisch 
definirt durch die Gesammtlieit aller Werthe , welche in der Formel 
U = tl^-\- 2t<u + 2t'm' 

enthalten sind, falls jeder der beiden veränderlichen Grössen t, t' alle reellen 
Werthe zwischen und 1 (0 eingeschlossen, 1 ausgeschlossen) beigelegt werden. 

Unter dem Grade einer elliptischen Function versteht man die Zahl, 
welche angibt , wie oft diese Function innerhalb eines Periodenparallelogramms 
unendlich gross wird; hierbei ist jede Stelle, an Welcher die Function unendlich 
gross wird, so oft zu zählen, als die Ordnungszahl des Unendlichgrosswerdens an 
dieser Stelle anzeigt. 

Es gibt keine elliptische Function ersten Grades, 

Die Function ta«- 

Die einfachste analytische Function , welche für alle endlichen Werthe 
des Argumentes u den Charakter einer ganzen Function besitzt und die Eigen- 
schaft hat , für M ;= sowie für alle diesem Werthe congruenten Werthe 
10= 2|xio -j- 2[i'u)' von der ersten Ordnung unendlich klein zu werden, wird ge- 
geben durch die Formel 

_ , ,,-. -"+1"'. A^,'/'^ O.±l,±2,±3,...±co 

(1.) Ö« ^ unl(l--~)e- '"\ ( u- = 2p. + 2,V ) 

ausgenommen jc ^ 

in welcher der Grösse w alle in dem Ausdnicke 2[j.«> -\- 2[).'ia enthaltenen Werthe, 
mit Ausnahme *) des Werthes w = , beizulegen sind. Hierbei wird vorausge- 
setzt, dass der reelle Bcstandtheil der Grösse — .- einen von Null verschiedenen 
and zwar positiven Werth hat. 

Aus der obigen Definition ergibt sich, dass <ä{ — u) = — <ä{u) ist. 



*) An diese Ausnahme wird in den bezüglichen Fornaeln durch einen dem Product- oder 
Beichen folgenden Accent (') e 
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6 Die l'uiiction &".. Art. 5. 

Es bestehen ferner die Gleichungen 
(2.) (5(0) ^ 0, S'(0) = 1, S'XO) = 0, S'"(0) = 0. 

Die Eunotion ^u ist durch eine nach Potenzen der Grösse u mit ganzzah- 
ligcn positiven Exponenten fortschreitende Reihe darstellbar, welche für alle 
endlichen Werthe von u convergent ist. 

Die Coeffieienten der einzelnen Glieder dieser Reihe sind ganze Eunc- 
tionen zweier Grössen- ^g und ^g, welche durch die Gleichungen 

bestimmt sind. Auch in diesen Gleichungen sind der Grösse w alle in dem Aus- 
drucke 2|j.«) -|- 2[ji'tu' enthaltenen Werthe, mit Ausnahme des Werthes w =i 0, 
beizulegen. 

Die Grössen ^a, _^3 heissen die zu der betrachteten Ö-Eunction 

(4.) s. _ (S{.. !»,»■)- SC»;»,. 9.) 

gehörenden Invarianten. 

Wird mit m irgend eine von Null vers(;liiedene reelle oder complexe Grösse 
bezeichnet, so besteht die Gleichung 

(5.) {3{n\«>,^') = <3(u;g^,g^) ^ '^^{^l^'-^) = «'^(-^^"'^i's-'w'S'a)- 

Für alle endlichen Werthe des Argumentes u und der Invarianten ^^ ^^'■^^ 9s 
besitzt die Function Ö(«; ^a,ys) als Function der drei unbeschränkt veränder- 
lichen Grössen u, g^, g^ betrachtet den Charakter einer ganzen Eunction. 

Es ergibt sich 

^fil S = M-t- ■ - ^—~^J^~ ^^1 gaffa^" _ 

*■ • M -h* '2^3.5 2=. 3. 5. 7 2^.3^5.7' 2'. 3^5^7.11 

Die Function d (m ; g^, g^ genügt der partiellen Differentialgleichung 

aus welcher sich, wenn 

(8.) s» - 2,.,,, «.,. • (5)"(293)'- '^£^^r^ (m,„ = 0, 1, 2, 3 . . . ») ^ 
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Uie Function Gtt. 



gesetzt wird, zur Berecbnnng der ganzzahligen Coefficienten «,„ „ die Recursion«- 
ibrmel 

(9.) a,.,. - 3(iit+l)«™+i,„-i + ^-(lt + l)«m-3,n+i-|(2m + 3it-l)(4m + 6ii--l)(i„,_,,,. 

ergibt. DemCoefficienten «0,0 ist der Wcrth 1, dagegen denjenigen Coefficienten, 
für welche einer der beiden Indices einen negativenWerth erhält, der Werth 
beizulegen. 

Die Wcrthe der Coefficienten a,„^„ , für welche die Summe 4m 4- ö" + 1 die 
Zahl 35 nicht überschreitet, sind in folgender Tabelle enthalten. 



(10.) 



^4ra+6„+l 


m 


n 


««,,,. 


w" 




1 



2 
1 





1 


1 


+ 1 

— 1 
_3 

— 9 
— 18 


m" 




5 


2 



— 54 
+ 69 


U^^ 


2 


1 


+ 51S 


m" 


4 
1 



2 


+ 321 
+ 4968 


«19 



3 


3- 
1 


+ 14904 
+ 33588 


M»> 


2 

5 


2 



+ 257580 
+ 160839 


M^ä 


1 
4 


3 

1 


+ 502200 
+ 2808945 



jl*ai+S!i+l 


nt 


n 


«1!1,1. 




1 6 


4 
2 



+ 1506600 
+ 20019960 
+ 1416951 


,25 '2 


3 
1 


+ 162100440 
— 41843142 




4 
7 


4 

2 



+ 796330440 

— 376375410 

— 388946691 


." 



3 
6 


5 
3 
1 


+ 2388991320 

— 9465715080 

— 6519779667 


j(33 


2 
B 


4 
2 

"5 
S 
1 


— 144916218720 

— 210469286736 
+ 25514578881 ■ 


i(^^ 


1 

4 
7 


— 1289959784640 
-4582619446320 
— 485174610648 



Darstellung der Function 'äu durcli einfach unendliche Prodiicte. 



Für unendlich yrosse Werthe von 9E( -^ ) eraiibt sich 



(1-) 



: e"(S>,i,,i 



denn es besteht, wenn bei der Bildung der unendlichen Producta der Zahl n alle 
ganzzahligen positiven Werthe beigelegt werden, die Gleichung 

(^•) -O = £-n.(i-£-)«^n:(i+,^)«-^. 
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8 Die Function Sm. Art. 6. 

Mittelst der Function sinuskann die Function (oii auf verschiedene Weise als ein 
einfach unendliches Product dargestellt werden. 
Es ergibt sich nämlich 

™^(2W^,.)-.in|^(W+„) ' .te)- 






und, wenn mit -r\ die Grösse 
bezeichnet wird, 
Zur Abkürzung soll 

(6.) ^ ^ ^' ^ ^'" ^ ß^'^* = ■ä'; ~ = T, e"*^'"* = e'^* = ä 

gesetzt werden. Der reelle Bestandtheil der Grösse iizi ist in Folge der bezüg- 
lich des Vorzeichens der Grösse 9t f-^j getroffenen Festsetzung negativ; der 
absolute Betrag der Grösse h ist also kleiner als 1. 

Unter Benutzung dieser Bezeichnungen ergeben sieh die Gleichungen 

, , _ 2r,viv'' 2(0 . ,-, sin(«T: — ü)tl —,,tJ, n siD{«T:4- ij'JTt ,™ 



B.) 



<io-) ^^— ^^[1-S«ä^ 



j — 2fe'^"COS2 CT + ^*" 
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Art. 7—8. Die Function Qu. 9 

Vermehrung des Argumentes der Function ^u um eine Periode. 

7. 
Zwischen <ä{u) und i^(m+2u>) besteht die Gleichung 

(1.) S(m4.2«.) = —6^'^^^'^"'^<3(u), ans welcher sich t] = -|i^ 

ergibt. Bei der Vertanschung des Periodenpaares (2u*, 2üj') mit dem Perioden- 
paar (2(o', — 2<u) bleibt die Function Ö« ungeändert und es ergibt sich in Folge 
dessen analog den obigen Gleichungen 

(2.) (S(„ + 3„') _ - Af' + ^'BW, ,■ = l^i- 

Für die Aenderung des Argumentes um eine beliebige Periode gilt die 
Gleichung 
(8.) S(„ + ap« + 2<r«) = (_i)M+!'+'!e'<-'"' + «''''<''+'""+''"''s(«), 

oder, wenn pia -\- qüt = ü», ^yj -4- q-(( = ^ gesetzt wird, 

(4.) (5(M4-2Gi) = z^e^^^^^'^'^Qiu), 

wo das obere oder das untere Vorzeichen gilt, jenachdem die Grösse ö(tö} 

einen von Null verschiedenen Werth hat oder gleich Null ist. 

Zwischen den vier Grössen «, tu', vj, vj' besteht die Relation 

(5.) >](ü'— ü>7j'= +-^. wenn 9if A-) einen positiven Werth hat; 

dagegen ist 

(5*) ■/|io'— uiTj' = — -^- , wenn , entgegen der getroffenen Voraussetzung, 

9if — 7) einen negativen Werth hat. 
Die Function -J^' 

8. 
Für die Function -plog0(M) = Jf-\ gelten die Gleichungen 



■(J*_+M _ i>l_i_2r,, ^'S^±^^ _ ®M , 



(1-) 



S>+2a) _ <o\u) 



2^. 
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10 Die Function pu. 



(2-) 



Wenn u> -|- «»' ^= tu", ■q-\-r(= vj" gesetzt wird, so ergibt sich 

Sf«.") "i ■ 
Für die Umgebung des Wertbes m ^ gilt die Reihenentwickelung 



^ ■•' Q{u) M "T" 2^3.5 2^5.7 2*. 3. 53. 7 2^3.5.7.11 ' 

während die Ausdrücke 

U\ IM _1 I V T— l_4-i-uJi^ r «> = 2,x«. + 2|.V >, 

*• ' 0(m) ^ U^ ^«>\U — W~^w'^ tv^J V. ausgenommen W = ^ 

(5.) =. !_ M + -£- j cotg 1^ + 2:„ (cotg ^"^ («-2««,')-*) + X„ (eotg ^ (m+2«<./)+^) j 

(n = 1,2, 3 ...CO) 

für alle endlichen Werthe des Argumentes Geltung haben. 



Die Funotion pu. 

9. 

Mit der Function <3u ist die Function pu = ji3(M|(o, 10') = ^piu^g^^g^ durch 
die Gleichung 

(1.) p»_-^,^;,l„gS» 

verbunden. Es bestehen daher die Gleichungen 

, ^ ^ _L_Ly' ( ^ lA /■!(; = 2ii«. + 2iiV ^ 

(«) =-i+fc)1--^.^+S ^^r^ +S -— .-- !■ 

(4.'1 P(— «) = f(»), 

(5.) p(«|»,«') = iil»;^,.?,) = ~iv{~\"„,'i^ = Sf ''(s ' '"'"2 ''"'»») ■ 
Vür die Umgebung des Wertliea M ^ gilt die Rcilieiientwickelung 

1 Ss 33 ^2 ^32.^3 

(6.) P'« -= ^+' + 2^■T"' + ^^y'**+ 2-^375^-"'^+ 2^5.7'.ll "' + --- 



Hosted by 



Google 



Art. 9. Die Function pu. il 

und zwar besteht, wenn 

(7.) F' = ~ + v + r,M^+C3M*+-.-+c,Mä^-^+--- 

gesetzt wird und Ä grösser als 3 ist, die Recursionsformel 

(8.) "- - iU+l(lL ^)^'':''-" {» = 2,3. ..(1-2». 

Die Function J3U ist eine doppelt periodische Function, für deren Argu- 
ment {2<u, 2(ü') ein primitives Periodenpaar ist ; dieselbe wird innerhalb jedes Pe- 
riodenparallelogramms nur an der Stelle, welche dem NuUwerthe des Argumentes 
congruent ist, unendlich gross und zwar ist die Ordnungszahl des Unendiich- 
grosswerdens gleich 2, 

Die Function pu ist also eine elliptische Function zweiten Grades. In 
der für die Umgebung des Werthes m ^ geltenden nach Potenzen des Argu- 
mentes fortschreitenden Reihenentwickelung der Function 

ist —^ das einzige Glied mit negativem Exponenten, während das constante Glied 
dieser Entwickelung den Werth Null hat. 

Durch die angegebenen Eigenschaften ist die Function pu unzweideutig 
bestimmt. Unter allen doppelt periodischen Functionen überhaupt ist daher 
die Function pu die möglichst einfache. 

Die erste Ableitung ^'w der Function pu ist eine elliptische Function 
dritten Grades, welche nur für die dem NuUwerthe congruenten Werthe des 
Argumentes unendlich gross wird. 

Es ergibt sich 

<io.) s>'(— M) = ~iy{u), 

(11-) P'» = -2 ;^, -^-,-^> («- = 2,^"' + 2!^'«.'). 

Aus der letzten Gleichung wird füi- u = w, ü>', o>" gefolgert 
<12,) p» = 0, p'{^'} = 0, j>>") =- 0- 

Für die Umgebung des Werthes m = gilt die Reihenentwickelung 

/l^l „'„ - '^ J..^ ^' „^"'u'-t- "' „»i ""''» „'J- 

(13.) (.a ^ _-j+. + .-~-^..«+— « +^i-^« +-2-5:,-;-ir" + 
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12 Die Fiißction pu. Art. 10. 

Zwischen der Function pu und ihrer ersten Ableitung p'u besteht die 
Gleichung 

(14.) {puf = ip'u—g^pu—g^, 

aus welcher sich 
(15.) p"u = Gp^u — ^g^, ff'-u = Upu-p-u 

ergibt. Alle Ableitungen der Function pu, deren Ordnungszahl grade ist, sind 
ganze Functionen von pu. 

Die drei Grössen 
(16.) pm = e^, p(u"= e^, p-a' = e^ 

sind von einander verschieden, wenn beide Perioden 2üi, 2(u' des primitiven Pe- 
riodenpaares endliche WertKe haben, und es ergibt sich 
(17.) (p'm)« = i{pu — S"«)ipu — poj")(pu—p«i') = i{^u~e^)(fu — e^)(pu — e^). 
Es bestehen daher die Gleichungen 

^ + ^ + ^,= 0, 
(18.) Va+^a^i + ei^a = '~iie\ + 4-\-el) = -^ff^, 

Die Grösse (e^ — ö^)^ (^s — e,)^ («i — «a)^ = tV(.^2 — 27y|) möge mit G be- 
zeichnet werden. 



Für den besonderen Fall, in welchem der reelle Bestandtheil der Grösse — t 
unendlich gross wird, während 2o) einen endlichen von Null verschiedenen 
Werth hat, werden die beiden Grössen Cg und gg einander gleich. Unter dieser 
Voraussetzung ergeben sich folgende Gleichungen: 

(1.) pu --^ {^) --^^ - ^ 1^-^^; = 1^- 



O '''"'' -<^t-«) 



- - ii(it<v ( 1 ij "J-, ... . n^i — i> '■'"'' . or 
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Art, H — 12. Additionstbeorem der Function j)m, 13 

Wenn endlich gowohl 2u), als auch 2iu' unendlich grosse Werthe annimmt, 

während lim 91 (-^) von Null verschieden ist, so werden alle drei 

gl, gg, es einander gleich und es ergibt sich 

--, Sw = m; e^^ e^ = e^== 0, g^ = 0, g^ = 



\i. 

Zwischen der Function ^u und der Function dw besteht die Gleichung 

(1-) p"-*'" = --■ — s%S^^^ 

Aus derselben ergibt sich durch logarithmische Differentiation 

&{u-\-v ) &'(u~v ) __ 2 ß'u ^ ___^ 

S(m + «) "*" S(m — v) ©M fv — ^ ' 

S'(u + v ) _ &(u — v ) _ SV ^ —p'v 
^^■> 6{u-\-v) Q{ii-v) (3v pu — pv 

Folglich besteht das Additionstheoreni 

5'(" + ") _ S'l , ig'-i? 1 p'u— p'v 

I5'{u-v) 



(2.) 



ß' 



I5(M — v) Sm " Sr '^ 2 pu — pv 

Ädditionstheorem der Function pu- 

12. 

Durch Differentiation ergibt sich aus dem Additionstheorem der Function 
- das Additionstheorem der Function pu 



(1.) p u±v) =- Pu^-'-^i- — :t_r— ) = S«' 3^ TT 3—1- ) 

*■ ' "^ ■ / >" 2 ÖM Vom — &vy '^ ^ 2 dv \pu-—pv/ 



(2.) 
(3.) 



2 ÖM \S3M pvJ "f" 2 ÖU \(pM — p« / 

^{pu—pvf ' 
(ßtph' — ^'j^)(pu — pv} + ip''v-!f^pv — g^i^p'up''i 
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(*■) 



(5.) 



(6.) 



p(m ± 0) -- 



Additionstheorem der Puncdon j 



= \\t!L 



2(s»M — ^y)' 
— p« — ^. 



Aus diesen Formeln erhält man die folgenden 

1 ^ 2(pMS)ü — i^,)(pM + pu) — !7j±S''mp'd 

Cl«*«) ~ 2(|>»(>ii + lj,)> + 2j,(i>« + »»>) ' 



('.) »>(« + ») + ?(«-!>) - 
(8.) _ 2(.!i 

(9.) p(« + o)_^(a_„) =_. 



-yl0g(jJM — H = 2(JJJ — -3-^l0g(pM — (>»), 



[f* — fvf 



dudv 






(10.) p(.+ ,) . p[u-,) = -(,s^„y- ! 

(u.) (.■(»±»1 = (^Ä?il 1 y"" A „■■, ± f »'») ' 1 y"» A„ 

^ ' "^^ ' V((,»— I«.)' 2 (()!.— (p»)V V(p»-(ni)« 2 ((«.— (,o)V' 

V y ipi n-POT-^pi«i-o)j Vp,-p„; Vp(»+«)-p(„);' 

(13.) -"'"-*''; " ' ' "" 



-s'(u + «)-y '(p) 

P(M + C) — (l(») ' 



(14.) 



(16.) 



0(2») - 



1 ?(« + <.) -S)'(.. + i>) 
(P'« + 152)'+2J,(>» 



Durch Integration ergibt sich aus der letzten der vorstehenden Formeln 
_ST2a) 



(16.) 



8(2.1) (S«"'"2' f,"«' SH. 



S(2«) - e'uf-^-f' - 2«..(6'|<)»— 3S'«S'aS"«+S'«S'"«. 
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Elliptisc)ie runctionen beliebigen Grades. 



Darstellung einer elliptischen Function beliebigen Grades 
durch die Functionen (3>|w, w') und p[u\w,i3}'). 

13. 

Wenn ^(w) eine elliptische F-unction r**" Grades, (2iu, 2(w') ein Perioden- 
paar des Argumentes derselben und (ä(u) die zu diesem Periodenpaarc gehörende 
Function (3(m[o», w') bezeichnet, so ist es stets möglich, 2r-|- 1 Grössen 



derart zu bestimmen, dass die Gleichung besteht 

I3(m — M,) l3(u — if^]...S(u — M ) 

Zwischen den Grössen «i , Wg , . . . m, ; «j , v^ , . . . w, findet hierbei die Be- 
ziehung statt 
(2.) «, + «3+--- + M, = i;, + f,+ ..-+r,.. 

Dieser Satz lasst sich folgendermasaen umkehren. 

Wenn die Grössen %, Wg, . . . w,.; Vi, v^. . . . v^ die Gleichung (2.) befrie- 
digen und wenn keine der Differenzen 

"i — ",< i.^^l^> ^,fi = 1,2,3-. .1-) 

der Null congruent ist, so ist die durch die Gleichung (1.) bestimmte Function 
tfi(M) eine zu dem Periodenpaare (2«>. 2u)') gehörende elliptische Function r'™ 
Grades. 

Wenn von den r Grössen Mj , «a r ■ ■ ■ w^ , beziehungsweise v, , Wg , . . ■ v,. keine 
zwei einander congruent sind, so sind alle Wurzeln der Gleichung tf{u) = 0, be- 
ziehungsweise ff{u) := CO, einfache Wurzeln. Sind hingegen einige der Grössen 
«, , «2, . . . Mf, oder einige der Grössen «i, V2, . . . v, einander congruent, so sind die 
entsprechenden Wurzeln der Gleichung cp(M) = 0, beziehungsweise cp(w) = co, 
mehrfache Wurzeln. 
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Elliptische Fanctionen beliebigen Grades. 



(b+ l) von einander unabhängige und unbeschränkt veränderliche Grössen be- 
zeichnen, so ist die Function 



(1-) 



?(«., «„ 



1 P(»o) 9\%) 

1 !>(»,) (i'(«!i) 






I f(».) «!'(«.) 

5 auf jedes ihrer Argumente eine elliptische Function (»-{- 1)**" Grades. 
Als Function von Uo betrachtet wird dieselbe nur an der Stelle % ^ und den 
congruenten Stellen unendlich gross, dagegen für 

«,-«„«„ ■■■ »_,-(„, + „,+ ...+„.) 

und die congruenten Stellen unendlich klein. 

Es möge vorausgesetzt werden, dass von den Grössen 

keine der Null congruent ist, ferner dass von den Grössen 



keine zwei einander congruent sind. 
Es ergibt sich zunächst 



(2-)<pK- 



■\)=c.- 



''<,-%) 



wo der Factor C„ nur von den Grössen «i , m^ , . . . m„ abhängt. 
Zur Bestimmung dieses Factors dient die Gleichung 



- i-^rm-, 



Wenn nun vorausgesetzt wird, dass keine der Summen 
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Art. 1 1 . KUiptiöchü Ii'unttionen beliubigon Grades. 1 7 

der Null congruent ist, so ergibt sich durch wiederholte Anwendung der angege- 
benen Formel 

(3.) ,K,.,«,.. ..„) = (-!) ' ''■^'■^'■■■■-'■---i^^-i^^i^^ 
{Kf.. i,^ = 0,1,2...«). 

Die Geltung dieser Formel ist , wie sich aus Stetigkeitsbeti-achtungon er- 
gibt, nur an die Bedingung geknüpft, dass keine der Grössen W;. (^ = ü, 1 , 2 . . . n) 
der Null congruent ist. 

Für die im Art. 13 betrachtete elliptische Function (f (m) ergibt sicli hier- 
nach die Darstellung 

'^iu.u.. u m1 

(4.) «(«) 






WO der Factor C nur von den GrÖs.sen w,, «2, . . . u/, v^, Va, . . . v^ abhängt. Hier- 
bei ist vorausgesetzt, dass von diesen 2?- Grössen keine der Null congruent ist 
und dass keine zwei derselben einander congruent sind. Es bietet keine Schwie- 
rigkeit, aus dieser Fol-mel durch einen angemessenen Grenzübergang andere 
Formeln herzuleiten, welche sich auf die angegebenen Ausnahmefalle beziehen. 

Es gelten überhaupt folgende Siitze ; 

Jede zu dem Periodenpaai-e (2ü), 2ü>') gehörende (eindeutige) elliptische 
Function cp(M} ist rational ausdrückbar durch die zu demselben Periodenpaare 
gehörende Function pu und deren in Bezug auf die Grösse w genommene erste 
Ableitung js'm. Umgekehrt sind diese Functionen pu und ^'u durch die Function 
(P(m) und deren erste Ableitung cp'(M) rational ausdrückbar, wenn (2ü), 2«i') ein 
j>riraitive3 Periodenpaar des Argumentes der Function '-siii) ist. 

Wenn die betrachtete Function (fi(M) eine grade Function ihres Argu- 
mentes ist , so ist dieselbe eine rationale Function von pu ; wenn die Function 

9{m) dagegen eine ungrade Function ihres Argumentes ist, so ist -^^ eine ra- 
tiontdc Function von pu. 

Wenn die betrachtete Function (f (m) nur für »( ^= und die congruenten 
Werthe unendlich gross wird, so ist dieselbe eine ganze Function von ja« 
und p'u. 
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IClliptisclie E'uüctioneu beliebigeii Grades. 

ri- T,i ^- '5(nu) 

Die i^unction ^r,,-,^- 



Untcx der Voraussetzung , dass n grössei' als 1 ist , ergibt sich für den 
Grenzfall 







^'v ^"v 


.. pC")„ 


<'■) '""-<~""isi^:|. r.«^ 






gesetzt wird , 






', Pti — P« p'u—p'v .. 


l"-"» - (>l-"ll. 




(2.) P,.(.-).f(») = |y 










p(-i)c (,Wo . . 


j,l^"-2|y 





Wird nun beiderseits nacli Potenzen der Grösse u — v entwiclielt, so folgt 
aus der Vergleichung der Coefficienten der mit (w — vf multiplicirten Glieder 
S((» + 1W _ 1 F,>|.i(o ) 



(3.) 



definirt wird 

(5.) 



S(to) S^'+Y») »'.»1 P,{«) 

Andererseits ergibt sich, wenn die Grösse c„ durch die Gleichung 



e(m 



(.1! 2! 3!...(n — 1)!)' 



■P.(^-)-Q""W 



3(fM + l)!l) 



S(^mv) ( 



'-■(,) 



1 «.^H iv,-.w_ 

i! «! c, P„^^J) 



Für jeden hier in Betracht kommenden Werth von n hat demnach der 
Quotient '^ den Werth 1 . 

Für n := 2 ergibt sich 

«.2«) = -tj.p'.,.l5\e); 
in Folge der Gleichung {t6.) des Art. 12 ist also c^ ^= 1 . 
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Art 15. Elliptische Funetioueii beliebigen G-cades, IQ' 

Mithin ist auch c„ --= t und es besteht daher , wenn u statt r eingeführt 
wird, die Gleichung 

I p'u f'u ■.. &<"-^h(, 

^ '' S"» (l!2!S!...(™-l)!)ä 

Den Gleichungen (14.) und (15.) des Art. 9 zufolge sind sämmtliche Ablei- 
tungen der Function pu als ganze Functionen von pu, p'u, iyai ffz ^'^ ganzzah- 
ligen Zahlencoefficienten darstellbar. Die Determinante P„(w), durch welche 

die Function - ~- — ausgedrückt ist , ist daher ebenfalls eine ganze Function 
S-» " « 

dieser Grössen. 

Wenn nun n unarade ist. m ist .--^—L eine o:rade Function von «, es ist 
^ ' ©"■'(«) ^ 

daher \ - — eine ganze Function von pti, 4^g^, g^\ wenn dagegen n grad e ist, 
© (m) 

so ist — > — — eine ungrade Function von u imd es ist —, —^ — — eine ganze 

0""(m) P^ t5""(M) "" 

Function von ^m, ■J-^g'ä, g^. 

Es besteht daher für alle ungraden Werthe von n eine Gleichung von 

der Form 

'S (nu) 1 /i / , % 

('■' 'gi'-W ° Tl !2!il!...l«^l)l)' «»"■ti'.'y.)^! 

und für alle graden Werthe von n eine Gleichung von der Form 

W 'l>y ° Trr 2!3!~*'i."- -T)!)^'^""''t''»'''-%r 

In diesen Gleichungen bezeichnet G(^m, ^5-2. y8)jv ei^ß ganze Function 
der drei Grössen ^«, ^g^idz ^it ganzzahligen Zahlencoefficienten und der 
Index iV den Grad dieser Function in Bezug auf das Argument pu. 

Da 

A' , l5(nu) „, , ,, 

(9.) ^l„g^3^^_A=„,(s„._s„„„, 

so können die angegebenen Gleichungen dazu benutzt werden, um p[nu) rational 
durch pu auszudrücken. 
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Elliptische Functionen beliebigen Grades 



Darstellung einer elliptischen Function beliebigen Grades 

'<5u 



durch die Fimction Z— und deren Ableitungen. 



Aus der Gesammtlieit derjenigen Werthc des Argumentes u, für welclie 
eine elliptische Function !■*"" Grades 

S(W Hj)S(m Mg) ...t5(M — M,,) 

unendlich gross wird, sei ein vollständiges System einander nicht congruenter 
Werthe 



herausgehoben und es sei für fi = \ . 2. . . . m . 

die Summe aller Glieder mit negativem Exponenten, welche in der für die 
Umgebung des Werthes v^ geltenden nach Potenzen der Grösse u — «„ fortschrei- 
tenden Eeihenentwickelung der Function ^(m) enthalten sind. 
Unter diesen Voraussetzungen bestehen die Gleichungen 

(2.) '■. + '',+ ---+'-™ - '■, C^ + C^+'-'+C,,. = 0, 

(3-1 <fM ^ c,+ ,„^c„g^^^_-^^j -f-^^i^-^-c, --^,.^.^^_-_, 

(i = 1,2,. ..(»■-!); /, = l.a,,..m). 

Die Constante Co kann bestimmt werden , wenn der Werth der Function 
(p(«) für einen nicht singulären, d. h, keinem der Werthe v, ,%,... «™ con- 
gruenten "Werth des Argumentes u bekannt ist, oder wenn in der für die Umge- 
bung irgend eines der "Werthe w„ geltenden nach Potenzen von u — f^ fortschrei- 
tenden E.eihenentwi<;kelung der Function -^(m) ausser den Gliedern mit negst- 
livem Exponenten noch das constante Glied gegeben ist. 
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Art, 17 — 18. Die Functionen Q^u, %ti, Ö^m. 21 

Integration einer elliptischen Function beliebigen Grades, 
n. 

Aus dem in dem voriiergehenden Art. enthaltenen Ausdrucke für die 
Function (p(m) ergibt sieh für die zu derselben gehörende Integralfunction, wenn 
mit Ca die Constante der Integration bezeichnet wird, folgender Ausdruck: 



J<p{m) 



dM = X C„ log &(u—v,,) + Cn« + C'a 

{i. = 2, 3, ...(f^-l); fi = 1,3, ...m). 



Die Functionen tajw, 'ä^^u, ögw. 



Durch die Gleichungen 






e"''"s(«, + „) «"""sc» 


-«) 


— ßfjdm (ii"l 


S„, So 




— Uj;_«|(u, (0 j, 


s-, - «"''%"."+«) «''"«(.' 


:-if) 


(r,(i,\ m .ti' \ 




-• '). 


= <3.(»1«,«) 



(!■) 



werden drei Functionen di!(. Öo«, äa« als ciuileutigc Functionen der unbe- 
schränkt veränderlichen complexen Grösse w erklärt. Für- alle endlichen 
Werthe des Argumentes u besitzen dieselben den Charakter ganzer Functionen. 

Jede der drei Functionen ^lU. Ö^m, Ö3M ist eine grade Function des Ar- 
gumentes M. Dem Werthe m = entspricht der Functionswerth 1. 

Wenn in der Formel (1.) des Art. 11 für v beziehlich die Werthe w, w". la 
gesetzt werden, so ergeben sich die Gleichungen 

■ „, / t5,M V fSj-i"^ ■( S,«Y 



Hosted by 



Google 



22 



Die Fanctioneyi Om, G„t 



Art 18. 



aus welchen hervorgeht, dass jede der drei DiffeTenKcii j?M — e, {•^' ^ 1, 2, 3) das 
Quadrat einer eindeutigen Function des Argumentes u ist. 
Es bestehen die Gleichungen 

SiM SjM SjM 



ä-) 



e« - -2 



S(2j() = 2Ö«S,i.'S,i(S,M. 



Bezeichnen 2, ft, f die drei Zahlen 1 , 2 , 3 in irgend einer Reihenfolge, so 
gilt die Reihenentwicltclnng 
(4.) S» _ l-J8,«'-,i,(6e«-ä/.)B' 

Die Grösse ff^ hat zufolge Art. 9 (18.) den Wcrth 
(5.) s, = — 4(e,e,+e,ii,+«,e.) = — 4((e;~e_,)(ej — e,) — 3ef), 

Für die Vermehrung des Argumentes um eine- ganze Periode gelten 
die Formeln 



S(»+2»)--e^''("+'°'s» 



S,(«+2a>) -. -e' 



,2'((»+»)ß 



6.) 



(5(m+2(j)") 

iS,(«+2oi")= + e' 

S,(»+2o") 



.2:i"(«+»")g 
,2V(»+.")s 

2,;'(«+»")_ 



S(«+2o'). 



2,'{«+ 



(S,(«+2»')_ + e='^'('*+°'>S.„ 



;,(»+2«) - + C^""-""^"^«,» 8,(«+2«.") = + e^'i"<''+'""'(S.« i 8,(»+2m') = - 6^'"''"+ 



'8,0, 



Diese Formeln sind speeielle Fälle der folgenden, in welchen^, q irgend 
welche ganze positive oder negative Zahlen, einschliesslich der Null, bedeuten: 
2ru = 2pfi> ^ 2',iü' , 2^ ^ 2j)7] + 2g^', 



('■) 



S(» + 2i) = 

8,(.. + 20i)= (-1) 



M+)'+9 2-7,(« 



■■»)« 



B,(« + 2») , 



'j> + 25) _ (-1 



(-l)M 6"«« + "'s,,, 
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Die l'uncLioueii S.m, G.i, 



Es bezeichne jetzt 

& = pm + qm' 
eine halb e Periode, mit anderen Worten, es werde vorausgesetzt, dass die beiden 
ganzen Zahlen^ und q nicht beide zugleich grade sind. 

Wird entsprechend der im Art, 7 erklärten Bezeichnungsweise 



gesetzt, so stimmt die Function 

e '' (5{S> + u) _ e' S (.T. — M) 
Sä ~ Sä 

mit der Function Ö;.m überein , wobei der Index /. den Werth 1 . 2 oder 3 hat, 
jenachdem pS) gleich Cj, e^ oder e^ ist. 
Es ist nun 

ptu = Ej , also 1 = 1, M-enn ;) e^ 1,9^0 (mod. 2) ; 
(1.) pS) = e^,, also ^ = 2, wenn jo =- 1, 5 :ze 1 (mod. 2); 

ffm = e,, also Z = 3, wenn p ^^ Q , q '^ 1 (mod. 2). 
Unter der Voraussetzung, dass der Werth von A den vorstehenden Bedin- 
gungen gemäss bestimmt wird, bestehen die Gleichungen : 
(2.) pi, - .,, 



(3,) 




e 


' 8(il 


+ ..) _ e' 


S{» 


.— w) 


6,u, 










Sa 






{*•) 




(5'(« + s 




s;. 




P'C» ± i 


") _ 


p.±, 

QU 






B,(« ± 


1) 






Wild in 


den Auwdrücl- 


;cn iür J? (l 


i + ») 


der Grösse « 


der We 


rth 


(ü beigelegt, 


so ergibt sich 




















(5.1 






(p(m 


±™l-e = 


(«r 


-«.)(«,- 


5) 
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24 Dift Funi;tionen S,M, S^M, S,,!f. ' Art. 2Ü— 21. 

20. 
Für den ersten im Art. 1 betrachteten Grenzfall 9t (— ^) = «> evliält man 

(1.) S,w = e^^"'-' eoa-^'^-, S,M - 0„« = e"^^^''^ 

Wenn aber sowohl 2ü>, als auch 2«)' unendlich gross wird, während 
lim 9l(-— - ) einen von Null verschiedenen Werth hat, so ist 
(2.) S,« = (5,M = Ö^M = 1 

za setzen. 



Durch die Gleichungen 

(1.) M^u-e, - -^^, \/s.«^;.; = -g^~, \/F«-"e; = -^~- 

sind die Werthe der drei Quadratwurzeln als eindeutige Functionen des Ar- 
gumentes M definirt. 

Wenn dem Argumente u der Reihe nach die Werthe 



beigelegt werden, so ergeben sich folgende Gleichungen 



ue,— e„ = - 



v^^-^» = -^\., 



,^, ,,■ — 0,"." e''" ©»' s,„" e"^*" s«, 

(2.) V.. ■«. = -^,- = — g-g-^, v%-e» = -gV- =--si;/-s.-"' 

durch welche die Werthe der sechs Quadratwurzeln in eindeutiger Weise 
bestimmt werden. 

Zwischen diesen Wurzelgrössen bestehen in Folge der Voraussetzung 
9t(~-J > die Beziehungen 

(3,) \le, — e, = —i\j7,~e„ \l'e, — e, = — iy'^^:^, V«7-^i = — ^VK^^V 
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Verwaadlungsformela für die S - I'uuctionen. 



Verwandlungsformeln für die Functionen fon, <0iu, ö^m, &^u. 



Aus den Gleichungen (2.) des Art. 21 ergeben sich für die 
Öiü , (^o>", Öüj' folgende Ausdrücke 

_ e ' r " — V^ ^ 5 ' _ te 

Hierbei ist zu bemerken, dass die drei Wurzelgrössen 

nur solche Werthc annehmen können, deren Quadrate den durch die Gleichungen 
(2.) des Art. 21 bereits eindeutig bestimmten Grössen 



\/e,-e„ Ve,-e,, Vv-^s 

beziehlich gleich sind. Jede der drei vierten Wurzeln kann demnach nicht 
vier, sondern nur zwei Werthe annehmen; sobald aber über den Werth einer 
dieser drei Grössen entschieden ist, sind die Werthe der beiden andern ein- 
deutig bestimmt. 

Der Grösse \/T ist der Werth e '^ beizulegen. 

Tür die Vermehrung und Verminderung des Argumentes der vier Ö-Func- 
tionen um eine halbe Periode gelten unter der Voraussetzung, dass den zweiten 
und vierten Wurzeln die im Vorhergehenden bestimmten Werthe beigelegt 
werden, die in der Tabelle auf der folgenden Seite enthaltenen Verwandlungs- 
formeln : 
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Verwandlungafonnelii für die S - Functionen. 



S (» + ») = + e± '■« S„ S,„ = + ^^^1 ^ (,* l{» ± äm)g 

s,(« + „) =^:v'^-^\/»7r5-e±''" 

(2.) 

s,(«±„) = Vv^ • «' 

s.(«±„) = vi^ ■ e- 



s,(»±«,")= ^z,;-,,; . e*'''""5«"s,u= J^-fci e*i"'''-'°'"'s.« 
s,(. + .") = + V«T=^ V«,--«; e~ ''"«s„"S „ = + vi-%|«,=ii ^± i"C. ± ! »")s „ 



''"s»(5» = 


+ \ 


:/^<., V'e.- 


7.6±"(»±H 


^"B«S.a_ 






, ,±*±i»), 


"""SinS,»» 






. ,±,(«±ä"), 



S,(.i±io') = Ve,-e, 

s,(»±»') = sj'i.-re. 



C«!-«, 






fe, -f. \/e,-e. 


(« + 1„, 


■'s.» 


'''«S„'S.„= -VS--^ . e~'' 


(«±j» 


')„„ 


\<', e. 








(«±ä,i 


■\,„ 



6,{u±m') ==+\le/-^e, fe,-e, e*''''"s,„'SM= +i(/e.-r',{/.;"e,e'^"^''^"^ = '"')q„. 
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Vorwandlungsformelii für diö 6 - Quotienten. 



27 



Verwandlungsibrmeln für die Quotienten zweier ä - Functionen. 

23. 

Für die Quotienten zweier (a -Functionen gelten folgende Verwandlun^s- 
formeln ; 





S(»+m) —1 ©,» 
S,(» + ") Ve.-eW«.-«. ^« 




® (« + »••) j. i e,u 




e(»±m') ^ i s,» 




S(»+m) j_ 1 S,« 




®(a±»") — t S,» 


U-) 


S,(«+co") \le,-e,\je,-c, S« 




8 (» + «■) ^ i 8.« 




8(»±U)) _^ 1 S.M 




8 (» + «") ^ 1 8,» 
s.(«±,.") - - \/„;r^ 8.« 




8(m + (u') 1 8,M 




8.(«±»') v'«,--«.Ve^, ®» 


(2.) 


S,(»±3m0 ~ S;» 

S{» + 2,„,) S« 
G^(m±2w,,) ~ SjM 



s,(»±i;;y - + ^'' '■ s.« 

S,{.. ± «Ty ____!_ 8.« 
S,(»±o.") + Ve,^. '*" 

8,(i±»') 



V«7-^" ®.» 



s,( 


j±,.,) 


S.l 


.+ „) 


s,( 


«+«") 


8.1 


»±»') 


s,( 


.±»') 



-=+V<!, 



8,(» 



s,( 


/±«,) 


s.( 


(.±01) 


s.( 


i±»") 


S.( 


»±«") 



v^ 


- e, 


8,« 


v«; 


^ 


8,« 

S.« 


V»: 


— <^3 


Sn 








Ve, 


ß„ 


b,?( 


V«: 


— Cj 


8,!" 



S{m±2"^ ~ "S^ 
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28 Differentialgleichungen der 6-Quotienten. Art. 24 — 25. 

Aus diesen Formeln ergibt sich , dass die Functionen -^ — und -^ — ein- 

deutige doppelt periodische Functionen sind,' für deren Argument {2(0^, 4(u^) ein 
primitives Periodenpaar ist. 



Gleichungen zwischen den Quadraten von je drei ö - Functionen. 

24. 
Aus den Gleichungen 

ou~e, = -4— (i = 1,2,3) 

ergeben sich durch Elimination von pu die folgenden Gleichungen zwischen den 
Quadraten von je drei ö- Functionen 

i^M — (^w-|-(ej — eJSV = 0, 

S> — S^M + (e,-~e,)6V = 0, 
(e. — O^M + fe— ß,)S# + (ßi — e,)S> = 0. 

Differentialgleichungen der ä - Quotienten. 

25. 
Die Gleichung 

(1.) pu = -2—, — -. — - — 

geht durch Einführung der Bezeichnungen 

Über in die Differentialgleichungen 
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Art. 25, Differenüalgleichungen der Q - Quotienton. 29 

Die Functionen ^„j , ^j„ , ^^^ genügen hierbei der Bedingung , dass für den 
Werth M — 



Die angegebenen Differentialgleichungen nehmen in Folge der zwischen 
den Quadraten von je drei (^-Functionen bestehenden Gleichungen (Art. 24) 
folgende Formen an : 

(*•) (ist)" = (i-(V"«.>a)(i-(«. »J«?.). 

('■1 (^J-e!.+«>-'',.)(st+«,-«,)- 

Es genügen daher die vier Functionen 

Gm 1 S„M 1 GrU 1 S,M 



derselben Differentialgleichung 

(I-)' - i^-i'.r',)m-ie,~e,,l'). 
Zu bemerken sind noch die Gleichungen : 

^ '^ '<5^u Stt "^ du 5m ^ pw — e, SjM.Gm ' 

, , G;.w G'm _ _d_ G„M _ 1^ _ (e.,— c,)p'm ^ _ /« _ -| _^J^J1 

'• -^ 0„M ~ S;^ ~ rf!( "^ S,M ~ ^"(pM-e„)(F'-eO ~ ^" *''■•' G,.m.G„m"' 

(10,) T--^- = -=-s-log6,M = — -'^ i^^^-— ^ — e, = —(e,— e){e. ■ e,,)--— — e- 
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Die Jacobr sehen elUptisclien Functionen. 



Vergleichung der ö - Quotienten mit den Jacobi'schen elliptischen 
Functionen. 



Wenn der Modul k der Jacobi'schen elliptischen Functionen durch die 
Gleiehune 



(1-) 



e,—e. 



bestimmt wird, so ergeben sich für die ä -Quotienten folgende Ausdrücke durch 
die Jacobi'schen elliptischen Functionen : 



5;* 1 . j--- — 

=-- = — ,-^.=-8inara(Ve, — e„'J(, ff) 

--i - = COS am OJe, — e^-u, Ic) 



(2.) 



Gm 



V^- 



sin coam(\/e,— Cj-M, /t) 



I cos am {SJ<''^--es-it, ?ii) 



coam(v/^-^,..., *) = 





' sin am {\le^ — e^-u,]c) 






1 


sia am (\/e, — e3-M,ft) 


1 


^^tg am (\/e;-"e;-«, /o 

1 
sincoam(V'(;, — e^-M, Ä) 

1 



'^iM COS am (^e,, — e^-%, k) 



Der Quadratwurzel \Je^-^^ kann hierbei jeder ihrer beiden Werthe beige- 
legt werden, die Entscheidung über den der Quadratwurzel sje^^^ beizulegenden 
Werth hängt hingegen von der TJebereinkunft über die Bestimmung der Grösse 
K ab, welche der Definition von coam (\Je^ — e^-u,k) zu Grunde liegt. 
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Art. 27. Einführung der Grössen X und K'. 31 

])ie von Jacob! mit K bezeichnete Grösse kann nämlicli jeden in dem 
Ausdrucke 

enthaltenen Werth annehmen, wobei ^ und q beliebige ganne Zahlen bezeichnen. 
Der in den vorstehenden Formeln vorkommenden Wurzelgrösse sje[-^ ist nun 
derselbe Werth. wie im Art. 21 , oder der entgegengesetzte "Werth beizulegen, 
jenachdem die Zahl q grade oder ungrade ist. 



Bestimmung eines primitiven Periodenpaares für das Argument der 
Function jm mittelst zweier eindeutig bestimmter Grössen K und K\ 

27. 

Die Wurzeln der Gleichung \s^—g^s —g^ = ü mögen, — unter der Vor- 
aussetzung, dass ^1 — 27_^j nicht gleich Null ist, — in irgend einer Reihenfolge 
mit e, , e^i e^ bezeichnet werden, mit der Bedingung, dass, falls die bei der geo- 
metrischen Darstellung den drei reellen oder complexen Gi'Össen ßj, 62, 63 ent- 
sprechenden Punkte in gerader Linie liegen, $2 dem mittleren dieser di'ei 
Punkte entspricht. 

Unter dieser Voraussetzung sind die Grössen 

so beschaffen, dass keine von beiden einen reellen negativen Werth hat und 
dass auch keine von beiden einen reellen positiven Werth hat, welcher 
grösser als t oder gleich 1 ist. 

Mit k und k' sollen diejenigen Wertlie der Quadratwurzeln aus -'^~^ 

und -'' — ^'- bezeichnet werden, deren reelle Bestandtheile positiv sind. Es hat 

h' 

T' 
Die Grössen K und K' Hollen die Werthe der bestimmten Integrale 



{2-) 






Hosted by 



Google 



32 Einführung der GrÖBsen K und K'. Art. 27. 

bezciclmen, vorausgesetzt, dass die Integration auf directem Wege aus- 
geführt und den Quadratwurzeln diejenigen Werthe beigelegt werden, deren 
reelle Bestandtheile positiv sind. 

Werden nun zwei Grössen (Oj und <0g durch die Gl eichungen 

*''■' "' - v^^' "'■ " v?=sr 

bestimmt, in welchen der Wertli von V^i— ^o beliebig fixirt ist, so ist (2tüi, 2013) 
ein primitives Periodenpaar des Argumentes der zu den Invarianten g^ und ^-^ 
gehörenden Function ^[u; ff^iffs) und es bestehen, wenn 



gesetzt wird , die Gleichungen 

Die reellen Bestandtheile der beiden Grössen K, K' und der reelle Bestand- 
tlieil des Quotienten 

<!>,« K 

haben positive Werthe. 

Wenn die Grösse °~ ' = Jc^ einen reellen Werth hat , so haben K und 
K' positive Werthe. In diesem Falle ist das Dreieck, dessen Ecken bei der 
geometriechen Darstellung den Grössen 0, 2(«i, 2% entsprechen, ein recht- 
winkliges und zwar entspricht dem Werthe der Scheitel des rechten 
Winkels. 

Das erwähnte Dreieck ist jedoch ein spitzwinkliges, wenn die Grösse 
Ä^ eine complexe Grösse mit positiv imaginärem Bestandtheile ist; es ist ein 
stumpfwinkliges, wenn k^ eine complexe Grösse mit negativ imaginärem 
Bestandtheile ist, und zwar entspricht dem Werthe der Scheitel des stumpfen 
Winkels. In dem letzteren Falle sind die bei der geometrischen Darstellung 
den Grössen 0, 20)3, — 2(0j entsprechenden Punkte die Ecken eines spitz- 
winkligen Dreiecks. 

Das Periodenparallelogramm, dessen Seiten bei der geometrischen Dar- 
stellung beziehlich den beiden durch die obigen Formeln bestimmten Perioden 
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Art. 28. Bestimiming der Wuraelgrössen für ein epecielles Periodenpaar. 33 

2(0., 2ü)3 cutspTeehen, ist also entweder einRechteck, wenn k^ einen reellen 
"Wertli hat, oder es hat, wenn dies nicht der Fall ist, die Eigenschaft, durch seine 
kürzere Diagonale in zwei spitzwinklige Dreiecke zerlegt zu werden. 

Diese Eigenschaft ist fär das auf die angegebene Weise bestimmte pri- 
mitive Periodenpaar (2u)j, 2ü)j) charakteristisch, wenn noch die Bedingung hin- 
zugefügt wird , dass ^(u, =^ e^ , pm^ = e^ sein und dass der reelle Bestandtheil des 
Quotienten-^ einen positiven Werth haben soll. Denn ausser den beiden 
primitiven Periodenpaaren (20)1,20)3), (— 2tOj, — 20)3) gibt es kein anderes 
paaren aequivalentes Periodenpaar mit derselben Eigenschaft. 



Bestimmung der in den Verwandhmgsformeln der ö - Functionen 
vorkommenden Wurzelgrössen für ein speciellos Periodenpaar. 

28. 

Unter der Voraussetzung, dass die Perioden 2üj, 2o)", 2tu', auf welche sich 
die Formeln des Art. 21 und des Art. 22 beziehen, durch die Gleichungen 

(1.) 2(1) = 2«)., 2ü>"= 2w, = 2u), + 2«)„ 2(i>' = 2<o, 

bestimmt werden, wobei o>i und «oj die im Art 27 festgesetzten Werthe haben, 
ergibt sich, dass der in Art. 21 fixirte Werth der Quadratwurzel \Jep^e~ genau 
■abereinstimmt mit demjenigen Werthe dieser Wurzelgrösse, welcher zur Be- 
stimmung der Grössen m^ und 0)3 angewendet wurde und beliebig gewählt 
werden konnte. 

Zur Bestimmimg der AVerthe der übrigen in den Gleichungen des Art, 21 
und des Art. 22 vorkommenden Wurzelgrössen ergeben sich, unter Beibehaltung 
der im Art. 27 festgestellten Bezeichnungen, die folgenden Gleichungen 

G^^ , ^jO^ ,, Sjüi' I 6,10" __ Jz'i 

"G^ ~ Vei-<ia, -g— - ^- , -Q-y — J, -^yT — —~jr> 

(2-) V'f^-C = ^Vv^B. Ve,-"^ = k'^^,-~-~,y 

Wenn der Werth von \/(\—~e~ =- \IVe~e^ beliebig fixirt wird und mit 

Zorn UebiaBci« der ellistisohon PnBCtionen. r 
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34 Emfübrung der Grössen E und E'. Art. 29. 

\/ä , \/k' diejenigen Werthe dieser WuTzelgrössen bezeichnet werden, deren reelle 
Bestandtlieile positiv sind, so gelten die Gleichungen: 

(3.) \/e~e, = \lh\/e^^, \lePT, = \IV\je-i^l. 



Bestimmung der Grössen -^- 

eindeutig bestimmter Grössen JS und E'. 

29. 
Unter Zugrundelegung der im Art. 27 erklärten Bezeichnungen sollen die 
Grössen E und E' die Werthe der bestimmten Integrale 

jG= / --- — - — ät = / -,-=^- , - . — ^^ät, 






bezeichnen, vorausgesetzt dass die Integrationen auf directera Wege ausge- 
führt und den Quadratwurzeln diejenigen Werthe beigelegt werden, deren reelle 
Bestandtheile positiv sind. 

Unter dieser Voraussetzung sind die Grössen t = "' y. = ^-^- 

durch die Gleichungen 

(2.) 7], = sßZr^^^E-j^K^, ri, = -i\/^T77^JE'+--A_S:'j 

bestimmt, aus denen sich 

(3 ) -B = -^j= h,+ «'■».) . E- = -^L^ (,. + 8,„.) 

ergibt. Zwischen den Grössen to,, (Oj, tj,, tj^ besteht zufolge Art. 7 (5.) die 
Glci<;hung 

(4-) 1i<"3— '"j'is = --2' 

welche der Legen dre'schen Eclation EK' + E' K — KK' == — entspricht. 
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Art. 30 — 31. OarKtellung der Functionen G,«, 0^tt, 6^u durch unendliche Producta. 35 

Darstellung der Functionen (djU,6^u, 6^ti durch unendliche Producte. 

30. 

Die Function öju ist ebenso wie die Fimction (au durch ein zweifach un- 
endliches Product darstellbar. 
Wenn nämlich 

(1.) w,= (2!x + l)<u + 2iiV, tv^^ {2ii+l)«)+(2[-.'+l)<u', jy,= 2|A(u H- (2/+!)«' 

gesetzt wird und bei der Producthildung jeder der beiden Zahlen jx, ji' alle 
ganzzahligen positiven und negativen Werthe , Null eingeschlossen , beigelegt 
werden, so besteht für jeden der drei Werthe von ^{X = 1, 2, 3) die Gleichung 



(2.) 



ÖjM = Sj(w](U,<u') - 



^"'■"n„o-^)e^<. 



Die Werthe, welche die Grössen — = v, e''™ = ^, 2r,<i>v^, e^'''""' 
annelimcn, wenn dem Argumente u der Reihe nach die Werthe 

'U + m, U + ia'; u+m" 

beigelegt werden, sind zusammengestellt in folgender Tabelle, in welcher 
T = — und h ~ e'^ die im Art. 6 erklärte Bedeutung haben. 



(1.) 



» 




M + (U 




n -\- m' 








M -h <f>" 


V 




v + -i 




V + -1, 








» + 1 + ^t 


' 




is 




V. 








^Ä',^ 


2,»«' 


2r, 


(UB^-fi^S+^^u 


2rjü,ii^+ 


i;u+rt;i>'+ 


„ 


+«ni 2r, 


..H, 


'w+^r,"ü)"-|-j-ra+-jTTci+«M 


^2,»' 


2 


■'■«W'" 


,2,. 


"' g'" ef'' 


';. 


^^ 


2t, (j 


i'^gV^g-iW^^^^i^ 



Die Grösse A^ bat die Bedeutung 6*^"^* und ^'j ist gleich 6 * zu setzen. 
Mit Benutzung dieser Tabelle ergeben sich aus den im Art. 6 enthaltenen 
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36 Darstelliiug der FunctiouGu <5,'a, S^it, Sj« durch unendliche Produotc. Art, 31. 

Ausdrücken (7.) (8.) (9.) für die Function <3U folgende Ausdrücke der Functionen 
Ö|»(, d^"» ^3** durch einfach unendliche Producte : 

(2.) 

(8.) ^ e"'-" ^{^n, 



(4.) = e"''~ cos« n, 



! ' cna jw 1 i . 



(l+lff 



(5.) s,„ _ e'''""n £?i«i=i)^5e-"'n »»((»-1), + .), 



(6.) 
(7.) 






(1+4»-)- 



- '^ » n " siii(n — |)t^ » aiQ(w~^)-iT 



(9.) 

(10.) 



1 — t«- 



(l-«»-i)' 

Durch Entwickelung nach Potenzen der Grösse v und Vergleichung der 
Coefficienten der mit «^ maltiplicirten Glieder ergeben sich die Gleichungen 

(11.) ^^•» = -ä«.""+'11+2.(i-S=)-.-!' 

(>3.) 21'. = -2..„--,-s.-(i5;.^),, . 

welche der Gleichung (10.) des Art. 6 entsprechen. 

Der Zahl ft sind bei der Bildung der unendlichen Producte , beziehungs- 
weise der unendlichen Summen, alle ganzzahligen positiven Werthe beizulegen. 
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Bostimmmig der Wiiraolgrössen durüh unendliche Producte, 



Bestimmung der in den Vei-wandlungsformeln der Ö-Fmictionen 
vorkommenden Wurzelgi'össen durch einfach unendliche Producte. 

3 2. 
Wenn die Grössen Äg , A, , /sg , h^ durch die Gleichungen 

\= {l-h^){l~h%\~h')- ■ ■ , \ = (1 + A^)(U /**)(! + /;'')■■■, 

definirt werden, in welchen die Grösse h die im. Art. 6 erklärte Bedeutung hat, 

so ist 

(2.) \ = \ \ K \ ) \ ^h K = 1 

und es ergibt sich 

Die im Art. 2 1 in eindeutiger Weise hestimmten Wurzclgrössen 

haben demnach die Werthe 

(4.) V^T-^s = -;]^-4A^4ä1, Vv-^ = ^^o'''2> Vv-A = j-lilJ^, 

mithin gelten für die in den Vcrwandlungsformeln des Art. 22 vorkommenden 
Wurzclgrösaen \/e^—e,, \/'^i—^»^ v'^'i^^a ^^^ Gleichungen 

Ci^ = yZ-ar »■'*.*■ . v*^«^ = \/-2^ '•. »' > y^:=^ = \/i *. ''3 , 

(5.) 

in welchen der AVeith von 1/^— beliebig fixirt werden kann. 
Es ergibt sieh also 
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38 Uebergang zu dem Poriodeiipaare (2(u , 2(ü'). Art. 33, 

üebergang von dem primitiven Periodenpaare (2(d, 2«)') 
zu einem äquivalenten Periodenpaare (2&, 2A']. 

33. 
Wenn an die Stelle des primitiven Periodenpaares (2üj, 2(ü'), auf welches 
die in den vorhergehenden Artikeln enthaltenen Formeln sich beziehen, ein dem- 
selhen äquivalentes Periodenpaar {Sdi, 2iu') tritt, wo 
(1.) a =pü> + 2u>', <Ü'= p-m + q'<„', 2"/"qp'= 1, 

80 ist in jenen Formeln an die Stelle von 

bcziclilich 
■^> "1> "'i = "'i + ^' ^1, %', V'= fi + V 

zu setzen, wobei % = pr^-^ (pi, %' — p'fi + q'r^'. 

Bei dieser Vertauschung bleiben die Invarianten y^^ , g und die Puuctionen 

Ott und J3M in Polge der Gleichungen 

(2.) Qiu\^,^') = (5(u\S,,S,'), &{u\<^,o.') = 9{u\S.,S>') 

ungeändert. Der Gleichung (17.) des Ai-t. 9 zufolge bleibt mithin bei dieser 
Vertauschung die Gesammtheit der drei Grössen e^, e^, ßj, also wegen der 
Gleichungen (2.) des Art. 18 auch die Gesammtheit der drei Functionen Öj«, 
ö'aii, Ö3M ungeändext; dagegen können die Indices der drei Grössen e^, e^, e^ 
und dem entsprechend die Indicesder drei Functionen äiU, Ö^w, ä^w ihre 
Werthe ändern. 

Aus den in den Artikeln ö, 8, Ö, 18, 21, 22, 23, 26, 31, 32 enthaltenen 
Formeln ergibt sich eine Anzahl neuer gleichfalls gültiger Formeln, wenn in 
denselben gleichzeitig die Grössen 



beziehlicli durch die Grössen 



G,M, S, M, 5m 
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Art. 33. Uel)ergang an dem Periodenpaare (2(Ü, 2öi'). 39 

ersetzt werden, wobei die Grössen z und h ihre Bedeutung entsprechend ändern. 
Hierbei sind die Indices ^, /*, y, welche den Gleichungen 

f<s> = e,, ^(u"= e^ , ¥"«' = Cg 

^ V ^S = gj, pa"= e^, ' ^a'= e, 

gemäss zu bestimmen sind , von den Resten der Zahlen ip. q. 'p\ q in Bezug auf 
den Modul 1 abhängig. 

Die nachfolgende Tabelle enthält die Werthe dieser Indices für jeden 
der sechs von einander verschiedenen Fälle, welche eintreten können. 



I g| g \.P' \ q' 



(5.) 



IV II 1 



V||< 



I M 1 



! Oll 



i^lH. 



1 1 3 



M 1 I II M a I 1 



VI 110 

Hiernach bestehen, wenn für Z, fx, v die durch die vorstehende Tabelle 
. gegebenen Werthe gesetzt werden, die Gleichungen 

S.(«is,a') = S.»-S,{«I»,»), 

(6.) B,(«IS,S') = B,«-8,(«|»,«'), 

S.(«|5,5') = S,« = S.(«|»,»'). 

Unter derselben Voraussetzung ergeben sich durch die Vertauschnngen (3.) 
aus den Gleichungen (5.) des vorhergehenden Art. die folgenden Gleichungen, 
in welchen h ^^ e'™, r = -^ zu setzen ist, während ha, hj, Äg, A3 die im vorher- 
gehenden Art. erklärten Functionen der Grösse h bedeuten : 
(7.) \/^^^r^.- = 2/*'?',,''!= 2A^n„(l-^>)(l + Ä2")% 

(8.) y/^^;p7 = hX= n„(i-/'>)(i + Ä^"-^)% 

(9.) y/^fe^ == kX-- Uj}~h'")(l~h?"-'y, 

(10.) ~\/~-\/G ^ 2h'li\ ^ ih^Ti^il-h^'f . 

Der Wurzelgrösse ^G- ist der Wcrth \/e^~e^ v'v^ ^e^^^ beizulegen. 
Der Werth von y— kann beliebig fixirt werden. 
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40 Emftilirung der Thetafanctionen. Art. 34. 

Unter der Voraussetzung , dass die Wurzelgrössen durch die Gleichungen 
{7 — lü.) bestimmt werden, bestehen die Gleichungen 

(11.) \J'^f<^<^^ = e^'''^'''-^^^^'-'^--nji-~h^)(i-h^'^^'%i~h^'^^'), 
(12.) ^^\/'eP'^M = e^''''""^ ?i*(^ + ^-') n„(i-'»^")(i+A^"^-2)Ci+/*^'^^), 

(14.) \/^\/e^.'5^t^ =-' e^''*"^ Ti^(l-h:^'')il-h^"-'s-^){l~ii'"-'s^), 

Der Zahl n sind bei der Bildung der unendlichen Producte alle ganz- 
zahligen positiven Werthe beizulegen. 

Die Grösse 2^(5 kann mittelst der Gleichung (10.) des Art. 6 oder der 
Gleichungen (11 — 13.) des Art. 31 bestimmt werden, nachdem in diesen Glei- 
chungen die angegebenen Vertauschungen (3.) vorgenommen sind. 

Einführung der Thetaftmctionen. Ausdruck der vier '»-Functionen 
durch die Functionen 5{v\t) und e{u\&,tii'). 

Der Werth des unendlichen Productes 
(1.) F{s) = II„(l-fe2")(l+A«»-ir-2)(l+Ä3"-i^2) („ ^ 1,2,3,. ..CO) 

kann durch eine nach Potenzen der Grösse »^ fortschreitende unendliche Reihe 
dargestellt werden , welche für alle endlichen Werthe der Grösse z , den Wei-th 
z = ausgenommen , unbedingt convergirt. Für alle Werthe der Grösse ä, 
deren absoluter Betrag kleiner ist als 1 , besteht nämlich die identische 
Gleichung 

(2.) n„(l-fc^")(H-'i^-'^-')(l+Ä2"-'2^) = l + '*(^VO + ^i*(.^*+.s~*) + ^^.^''+^')+-" 
In Polge dieser Umgestaltung des unendlichen Productes in eine unend- 
liche Reihe ergeben sich aus den Gleichungen (U — 14.) des vorhergehenden 
Art. folgende Darstellungen der vier <j - Functionen : 
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Art. 34. 


I 


(3.) ^/MpS» 


^ e^'--' 


(4.) y/H{/r-T;,s,„ 


-e^* 


(5-) \J''Jo,-'^am 


= ^'" 


(6.) \/"yeP<,;s.. 


. = 6^-^ 



EinführuHg der Thetafunctionea. 41 

Bei der Bildung der vorstehenden unendlichen Summen sind der Zahl n 
alle ganzzahligen positiven und negativen Werthe, einschliesslich der Null, bei- 
zulegen, während s = e ^ zu setzen ist. 

Durch die Gleichungen 

('■) iX„(-l)"A*'^^"V"+' = 2ft^"sino;:---2;ram3M + 2#sm5!);r = 5^{v), 

(8.) ■2^^^-i(ä"+i)»/"+' ^ 2//,'cos«Tu + 2ft^eos3«it + 2Ä"cosS;;T:H = ^^{v), 

(9.) X„ ft"'/" = l+2Äcos2?te+2fe*co84!ix+2ÄVo86i;7r+--. == ^gCf), 

(10.) Z„("1)"Ä"'/" = 1- 2/*cos2y7r + 2A*eos4*;r — 2?i'*C0^6^!I; + -■■ = ^^(b) 

werden die Functionen 5i(w), -3ä(f;), ^^i^), ^ni^) definirt, welche, wenn vk^x 
gesetzt wird, bei Anwendung der Bezeichnungaweise , deren sich Jacob i in 
seinen Vorlesungen (Gesammelte Werke, Bd. I S. 501) bedient hat, mit den 
Jacobi' sehen Functionen ■5i(a;, 5), ^2(3;, 5), ^^{x,q), 5(3;,g) beziehlich über- 
einstimmen. Die von Jacobi mit q bezeichnete Grösse hat dieselbe Bedeutung, 
wie die im Vorhergehenden mit h bezeichnete Grösse. 

Herr Her mite bezeichnet (Journal de M. Liouville, 2"'^ seiie, tomc III. 
p. 26) für ^ = 0, 1. >/ ^ ü, 1 den Werth der unendlichen Eeihe 

{m = 0,±l,±2,..,±a)) 

Zwischen der durch die Gleichungen (7 — 10.) festgesetzten Bezeichnungs- 
weise der vier Thetafunctionen ^„(y) (p := J , 2, 3, 0) und der von Herrn 
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42 Einfübtuag der Thetafunctionen. Art. 34. 

Hermite angewendeten Bezeiclmungaweise bestellt daher, wenn ai = z gesetzt 
wird, die durch folgende Gleichungen ausgedrückte Beziehung 

Die T?'ujictioTieii ^^{v) sollen im Folgenden, wenn es nöthig ist, eine Angabe 
hinsichtlich des Periodenpaares (2(5, 2m), anf welches diese Functionen sich 
beziehen, in die Bezeichnung derselben aufzunehmen, mit 

(11-) "X^lSO = ^e(^l^) (e = 1.2.3,0) 

bezeichnet werden. 

Aus der angegebenen Definition ergibt sich 

(12.) 5,(i)|T) + ^„(«|T) = 35,(2«|4r), ^^{v]t)~^S^W) = 2^,(2v\i-). 

Die vier Functionen ■3"(?(iJ|t) genügen nebst allen ihren Ableitungen der 
partiellen Diifeientialgleichung 

65 _ 1 a^^ 

AVerden durch die Gleichungen 

(u.) e,C') = ö.C«!»,»)- «^^'""äChI), »-2«. 

für p = 1, 2, 3, vier in Bezug auf die drei Argumente u, «>, w homogene Func- 
tionen definirt, so bestehen dem Vorhergehenden zufolge die Gleichungen 



(15.) 


\/f\'ös„ =e'f."»"5,(„|,) = e,(.| 


(16.) 


Sf—H-'A" = «"''"" A("i') = e.(«l 


(17.) 


\^^e-e,S,u = e^''"' J.(.|,) = e,{» 


(18.) 


\/?-v'v^^.s,« = <?''""' SM^) = e.(.. 
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Art. S5. Einige ReiheDeutwickelungea. 43 

35. 
Durch Entwickclung nach Potenzen der Grösse v und Vergleichung der 
Anfangsglieder erhält man aus den Gleichungen (15 — 18.) des vorhergehenden 
Art. folgende Ausdrücke für die im Art. 33 (7 — 10.) bestimmten Wurzelgrössen : 

(1.) <^?i-^G _ i3;(0) ■- |-''*(l-3'>'-'+5S'''-74"+"-), 

(2.) ^^^i^^,= 3,(0) = 26t(l+;.i.!+4=^+t"+--0, 

(8.) \/^K^,= -».(O) = l+3S + 2'i'+2'>'+--, 

(4.) ^.^ysp^ = a.(o) = l-2A+24'-2Pf ... 

Es ergibt sich hieraus das System von Gleichungen 
(5.) 5,'(0) = jS.(o)3,(0).3.(0), 5:(o)+5;(o) = SJCo), 

(6.) e, = -l(-^)'mo)+S'M), ',= ^ii-iJmo)~Siil>1), e„=-i(^)'(3,'(0)+*!(0)), 



('•) 



s.) ^^„i±^^^£iJ^t^^^-_A^__a,.*.,.,.,...). 



(9.) V* 



V'e^— «^ _ i^,(0|T) _ 2Ä*+2fe'+2Ä° 



{"e,-!!,, a,(0|T) l+2*+2*»+2t»+. 



'• ' * cjpi; 5.(o|tJ i+2*+a4'+2i'+--- ■ 

Zwischen der Grösse 

ir-i/*! = V' ^g'^-fa- ''» ^ 2fe+2t'+... _ 3.(0i4T ) 
* ■' l+V*' fert + v'er^ l+aA'+24"+---" "" 5.(0|4t) 

und der Grösse 4t besteht hiernach dieselbe Gleichung, wie zwischen \/fc und i 
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44 Verwandliiugsfoiineln für die ^-Functionen. Art, 

Die Gleicintng (11.) ist ein speciellcr "b'all der Gleichung 
" 'fi,<'-\ltr- ',ß,'' _ 5, (2b 1 4t) _ y^-g.-fc— «y 6,(2ii|i»,4ä') 



(13.) 



S,{%v\b) v^Pe; + v'(!-e„ S,(2»|a,4ö')' 



welche sich aus den Gleichungen (12.) des vorhergehenden Art. ergibt. 

Durch Entwickelung nach Potenzen der Grösse w und Vergleichung der 
Coefiicienten der mit ^, beziehungsweise mit v^, multiplicirten Glieder erhält 
man aus den Gleichungen (15 — 18.) des vorhergehenden Art. folgende den 
Gleichungen (10.) des Art. 6 und (11 — 13.) des Art. 31 analoge Gleichungen: 



(13.) 
(14.) 
(15.) 
(16.) 



1 3;"((0 
"6 XTo) 



■2+ 5'Jft^.s 



— 2e^Ä 


, 1 5;'(o) 
2 >.(0) 


— 2e r 


, 1 X(f>) 
2 SM 


— 2e^ü 


, 1 3;'(o) 

2 5.(0) 



6 l ~SV+ ik"'- 



'-" +^^lT*,t«+i"+TT. 



1+2Ä + 2A'+2A»-I-. 

I /i- 47i'+M'~.,. 
1— 2A+"27i*— 2A^+ • 



Yerwandlungsforraeln für die 5 -Functionen. 



Für die Vermehrung des Argumentes v der Functionen 5o(v), i>i(v), .&s(v), 
^a(i') nm eine der Grössen f , it, ^-}-^t, 1, t, l -ht, beziehungsweise um die 
Grösse p-t-^x,-wo^ und q ganze positive oder negative Zahlen bedeuten, gelten 
folgende Formeln: 



3.(»+l) = 5.(») 
5,(t.+l) = ^S,(..) 
J,(D+1) = -J,(d) 
Ä(«+l) = 3.(») 



äCo + I) = 


^*,(») 


A(»+i) = 


Ä(«) 


Ä(»+s) = 


-A(») 


S.C' + i) — 


3.(<^) 
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Lineare Transformation der Thetafunctionen. 












ir-e-'^s.iv) 



s,(v+i + i^)— iir'' e'""' ^^(p) 



^-2md Q 



5.(0 + -) = -r e-'" ä,(<>) 



S,{'+')- 



h er' 



■'3.W 



5,(0 + 1+-) = — r'<i-*«'i 



3.(o + 1+t) , 



fe e' 



-20T« 



"S,(o) 

*.(«) 



5.(o+i)+äT) = (-i)''rä'e-23"S.(o) 

5.(„+j,+,,, _ (-l/+5*-ä'e-^«''"'Ä(.) 

Ä(o+p + 5T)= (-i)Tä'e-^«"'^Ä{o) 
5.(,+j, + p)_ *-«*e-^«-"S.(o). 

Gnindforraeln dei' linearen Transformation der Tlretafunctionen. 



Am den Gleichungen (2.) und (6.) des Art. 33 ergeben sieh in Yolge der 
Gleichungen (15 — 18.) des Art. 3t folgende die lineare Transformation der 
©-Functionen betreffende Formeln: 



(10 



e.(..!ä,»/) = 3Yie,,(.. !«,.»•), 



e,(»|ä,»)-=,\/^"®"'"l°''"'''' 
«.(..lÄ,«')»,.^/!^®-/»!».»')- 



In diesen Formeln bedeuten a, ß, y die drei Zahlen 2,3,0 mit der Be- 
stimmung, dass ß^>l+l, /?^,w+l, /E^v-l-l (mod. 4). Die Grössen 
e,, £,, e,, £„ bedeuten aelite Wurzeln der Einheit. 
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46 Lineare Transformation der Thetafunetionen. Art. 37. 

Die einfachsten linearen Transformationen, aus denen alle anderen linearen 
Transformationen (^,'^,) zusammengesetzt werden können, sind die Transforma- 
tionen (' ,) und (' \ Für diese letzteren gelten folgende Grundformeln: 



©,(»|o,,»') = r's,{»|o.,»'+») 
©.(»]»,.«■) _ rie,(.,|o,, •■+<.) 
©,(»1»,»')= e.(«|»,» + ») 
e.(«l,.,«')= e,(»h,»'+») 



9,(»l»,») = i\/^e,(»!»,— .) 

©,(«|«,«0= \/?'9.(.| »',-») 



(3.) 



3,(^!r) = i 


"'A(!>|t+i) 


^.(»l') = • 


"■Ali-b+l) 


a.C»lx) = 


S.(»l' + 1) 


a.C»!') = 


A(»l' + 1) 



Der Quadratwurzel i/-~ = l/l ist derjenige ihrer beiden Werthe beizu- 
1, dessen reeller Bestandtheil positiv ist. Der Grösse i ' ist der Werth 



Aus den vorstehenden Formeln erhält man folgende tinalytisc:he ]3ar- 
Stellungen der vier Functionen -3'(i'|'c) : 



(*■) 



A(»l') = Vis.*-')" 



..«-?(-*+»)" 



-=("+»)" 
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Additioiistlieoreme der 6- und - Functionen. 



Wenn mit u, «i, %, % viei beliebige Grössen bezeichnet werden, so ergibt 
sich aus der identischen Gleichung 

durch wiederholte Anwendung der Formel (1 .) des Art. 1 1 die Gleichung 

G(w-t-W.)S(«.-t«,)S(w,+ tfJS(M,-M,) 
(1.) +S(M. + W,)S(w-W,)SK+M,)Q(tt,-20 

, «2 ! % Geltung hat. 



welche für alle Werthe der Grössen u , 
Durch die Gleichungen 



-■ i, 



(2.) 



!(, -|- ti 



werden drei Systeme von je vier Grössen a,b,c,d; a',b',c',d'; d\h",c",(i 
geführt, zwischen welchen folgende Beziehungen bestehen : 



h' = ^(a + 6 — c— (?) 



(S.) 






f"= ^(--a'+f+c'-d') 



a = i(a'+h'+c'-d') 
h = ^{a'^h'—ü'+ä') 
c = ^(a — ö'+ß'+i^') 



a = ■K«"+^"+c"+0 
fc ^ ^(a-'+b"^e"-d") 
C = ^(ffl"— &"+c"— (?") 

Ä == ^(~äl"+&"+c"— (?") 



^(«"+&"+c"— (^") 

; ^(a"~b"+.c"+d") 
■■ \{a"—h"-c"-ä") 



(3.*) 



i V ?'^+ c^+ d^ = «'Vf-'^+c'^+cr^^ (*'"'+ 6"*+ c"%d"l 



Aus den Gleichungen (3.) ergibt sich, dass jedes einzelne der drei Systeme 
von je vier Grössen a,b,c,d; a\h', c, d'; «", fc", c", d" als ein System von vier 
unabhängig veränderlichen Grössen betrachtet werden kann. 
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48 Additionstheoreme. Art. 38, 

In der Gleichung (1.) mögen nun an die Stelle der, Grössen w + Wj, u—iii, 
Mg+Mg, u^ — Ug der Keihe nach folgende Grössen gesetzt werden : 

[1] a,b,c,d; [2] a + !ü,h+<ä,c,d\ [Z']a + &,i + &",c~S,',d; [4] a+S/\h + '!>", c + -V,d — S>'; 
[5] a + Ca + 2S>', J)+m,c + C<,,d — <7>; [6] a+ w,b + i'^!,c + m,d — S,, 

wobei IM, &", (5' die im Art. 33 erklärte Bedeutung haben. Dann ergeben sich 
unter Benutzung der Gleichungen (3.) und der Verwandlungsformeln der d-Func- 
tionen nach jedesmaliger Abtrennung eines den drei Gliedern der entstandenen 
Gleichung gemeinsamen Exponentialfactors die in der Tabelle [A,] zusammen- 
gestellten Gleichungen. Die Indices X, ii,v bedeuten in irgend einer Reihen- 
folge die Zahlen 1,2,3. 

[A.] 

5 a' 5 ?>' S c' G (J' + Ö «" S h" S c" Q (^" = 

G;.ffl'0;,6'Sc'S(l' + Q;(("5j^&"Sc"<3(?" = 

G;.«'G,,&'G„c'Gr?' + 6ja"6„6"G^c"<5^" ^= 

[5] (e^ — e^) S;« Sj.& Gj.c <S-,d + {&— ej S„tt'G„6'S^c'G„(J' + (^?— «,i) S,a"G^&"S^c"S^(i"= 
[6J GjaS;_ö SjC S;d! — Gjß'6^&'Gic'G;,rf' 4-(e^— ej{ej^— t ) Gft"SÄ"Gc"6(J"= 0. 

Aus diesen Additionstheoremen der ia-Tunctionen erhält man vermittelst 
der Gleichungen (15 — 18.) des Art. 34 die entsprechenden in der Tabelle [B.l 
zusammengestellten Additionstheoreme der ©-Functionen. Die Indices «, (5, y 
bedeuten in irgend einer Reihenfolge die Zahlen 2 , ;i , 0. 

LB.] 

[1] 0, ß e, l 0, c 0j (? + 0, ö' 0, 6' 0. c' 0j (?'+ 0j ff" 0j i" 0, c''0, d"= 

[2] 0„ii0.S0,ce,<i + e„o'0,.S'0,(!'0,<i' + 0„o"0.6"0,<!"0,<i"= 

[8] e,(iSjSe,cS,ii + e„(i'0,i'0,e'0,(i'+0,ii"0,S"0,c"0,(l"— 

[4] ejO0,,40,ce,(!-©,o'0,,4'e,c'0,(i'±0.(i"0.!i"0,c"0,(i"= 

[5] 0,0 e,»S,(!0,iJ-0,o'0,6'0,c'©,(!'+eX0.''"®ö«"0.<'"= « 

[6] 0.o9,69„c0„<!-0.o'e„ii'0.c'0„ä'±0,o"0,6"0,c"e,ii"= 0. 



[1] ■ 


S a S 6 S c G il 


[2] 


S,oS,SS(!Sä 


[3] 


s^«s„6s^fiSf; 


m 


S„oS,SS,cS,ii 
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Art. 38. Addition ätlieoreme. 49 

In der Gleichung [B. A] hat 
für («, ß, y) = (2, 3, 0), (0, 2, 3), (3, 2, 0) das obere Zeichen, 
für («, ß, y) = (2, 0, 3), (0, 3, 2), (3, 0, 2) das untere Zeichen 
Geltung. In der Gleichung [B. 6] gilt für ß = 2 und für k = das obere, für 
a = 3 das untere Zeichen. 

Bei dem Üebergange von den Functionen ©(mj zu den Functionen 5^(e) er- 
gibt sich aus den Gleichungen der Tabelle [B.] nach Abtrennung eines Expo- 
nentialfactors mit dem Exponenten J-(aä^ ja^g8^,js^ unter Berücksichtigung der 
Gleichungen (3f) ein System ganz analoger auf die Functionen -S-(v) sich be- 
ziehender Gleichungen , welche dieselbe Form haben , wie die Gleichungen der 
Tabelle [B.]. 

Die Argumente der in den Gleichlingen der Tabelle [A,] auftretenden 
d-Functionen hängen ab von vier von einander unabhängigen veränderlichen 
Grössen. Diese Zahl erniedrigt sich, wenn einem oder zweien der erwähnten 
Argumente der Werth Null beigelegt wird. Aus den auf diese Weise sich er- 
gebenden specicllen Fällen der in der Tabelle [A.] enthaltenen Formeln, in 
welchen die Indices X, fi^v beliebig pesmutirt werden können, sind die in den 
Tabellen [C] und [D.] zusammengestellten Formeln hergeleitet. Die Argumente 
der hierbei in Betracht kommenden Ö- Functionen sind durch drei von einander 
unabhängige unbeschrankt veränderliche Grössen u, v,w ausgedrückt, während 
die Indices ^, ^w, v in irgend einer Keihenfolge die Zahlen 1, 2, 3 bedeuten. 
Aus [A. 2] sind hergeleitet [C. 1, ] 6, 19] und [D. 1], 

„ [A. 3] „ „ [C. 7, 8, 13, l'l, 17, 18] „ [D. 7, 8], 

:, [A. 4] „ „ [C. 2, 5, 6, 9, 10, 11, 12, 15, 20] „ [D. 2, 5, 6, 9], 

„ [A.5] „ „ [C. 4] „ [D. 4], 

„ [A. 6] „ „ [C. 3] „ [D. 3]. 

Die Substitutionen , durch welche der Uebcrgang von einer Gleichung der 
Tabelle [A.] zu einer Gleichung der Tabelle [C] oder [D.] vermittelt wird , und 
die eventuell anzuwendende Permutation der Indices ergeben sich in jedem ein- 
zelnen Falle ohne Schwierigkeit aus der Verglcichung der einander entsprechen- 
den Glieder beider Gleichungen. 

Die rechten Seiten der Gleichungen [C. 7] und [C. S] enthalten, vom "Vor- 
zeichen abgesehen, dieselben Glieder, wie die* rechten Seiten der Gleichungen 
[C. 1 3] und [C. 1 4] und wie die rechten Seiten der Gleichungen [C. 1 7] und [C. 1 8j. 



Hosted by 



Google 



Additionstheoreme. 



[1] G; (w) G (u+v+w) G (ti—v) 

[2] (€r-e,.)'^x{w)^{u+v-\-w)6{^v) 



[C] 
S {ii+io) S (M)Qi(ü-t-ty)S;.(t)) 






[3] S^(iü)0i(M+iJ+t!')Sj(w— f) = Si(M+M))Si(M)Sj(«+w)Sj,(«)— (öj— e^}(e;.— e^,)(5(M+«')Q(M)S(D+Mi)Q(w) 

M (e■■-e,.)SJ(M')Ql("+^+«')'5;;C^t-'')=(eA-e^)S,(M^-^«)S,(M)Q„(l;+^u)S„(«) - (eA-e.)%(M+w)(3^(M)S^(w+w)S^(«) 



[7] 
[8] 






[9] S„(w)S^(M+?;+w)Si(M— ü) 

[10] i5^(«))S,XM+i'+w)Si(u— *)) 

[11] Si(jo}ß^(M+^+M?)Gj(M— ») 

[12] Si(M>)S„(M+t'-+w)Sü («--») 

[13] 6^{w)6{u+v+w)(6,(u^) 

[15] (ßv—e^OQ (w)&i(u+v+w) <Ö{u—v) 

[16] S(w)Sj (!*+«+ w) G(m-w) 

[17] f^(w)6,(u+v+iv)%{u-v) 

[18] S (w!)S,(M+«+it>)Q„(M -v) 

[19] S(if)G(M4-u+i{!)Qj{M— JJ) 

[20] (e^—ep)6(w)0(M+t!+w)Si(M— ü) 



S^(M+M?)0i(w)S^(i)+ic)5j, (!>) 
6i(M+M')S„(M)S;t (v+w)Qjiv) 

G(M+w)6;.(M)S,(i'+w)S,(t-) 

Sj,(m+w}G„(m)S^(«+mj)0^();) 
6i (u+w) <5 (u) '3{v-\-w)5^{v) 

G„(m+jw)G„(m) 6{v+w)<5j^(v) 
S (M+t{l)S,.(M) S(d+w)Sj(«) 



G/zt+i!')(3„(M)S(*'+H')Si(y) 
(öji— ej)6(!H-i<))S^(M)ö(v+w)S„(v) 

— Q(M+«t')Si(M)Si(?;+M;)Q(*i) 

— <3^(u+w)<5^{u)<Ö),{v+w) G(«) 

— Sj(m+m;)G(m)S;((v+«')G(?j) 

— S,(«+«;)S^(m)S,(w+w)S^(jj). 
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(e. 



{e,- 



Wenn der Grösse w in den Formeln [1 — 14] der vorstehenden Tabelle der 
Werth. Null beigelegt wird, so ergeben sich die in der Tabelle [D.'j zusammen- 
gestellten Formeln. 

[CJ 

= G;>Slt?-(e?.-e^)(e;.-e,.)S%(G^ 

^= S^mGjJ!— (e?.— ej,)i3^MG^i' 

= G;MSMt5ji«6^ii— Gj^mS^mGjvSi' 

= G; w G^« G;tV G(^«— (Cj, — ej,} Git G^m <5v <3^v. 

Aus den in der vorstehenden Tabelle enthaltenen Formeln ergeben sich auf 
sehr einfache Weise die für die Quotienten zweier d- Functionen geltenden 
Additibnstheoreme . 

Man erhält beispielsweise durch Verbindung von [D. S] mit [D, 3], indem 
der Factor ö^ [u — v) bei der Division fortfällt, y ^' rational ausgedrückt durch 



-e^)G (u + v) G(m— 

G,{w + «)G,(«- 

-e^)S,(M + j;)G^(w- 

Gi{u + v)'5i{u—v] 
<5j^(u + v) G(m- 
G {u + v)G,{u. 



5) M ' 



6,« 
6,,»" 



Gj« ' <5,_v 

Andere Ausdrücke für die Grrösse — ^ ' erhält man durch. Verbindung 
von [D. 8J mit [D. 4], [D. 5] und [D. 6], von [D. 8] mit [B. 9] und nachfolgende 
Vertauschung von ^ und /j,, endlich durch Verbindung von [D. 1] und |D. 2] 
mit [D. 7]. 

Analogerweise erhält man verschiedene Ausdrücke für die Grösse _iilüx^_ 
durch Verbindung von [D. 9} mit [D. 3], [D. 4], [D. 5] und [D. 6], oder indem man 
mittelst [D. 7] Ö^(M-|-t!)(ä(M — f) und ^^{u + v) 6 {u — v) berechnet und aus den er- 
haltenen Grössen den Quotienten bildet, oder endlich, indem maft mittelst [D. 9] 
&^{u+v) äju — v) und Öj{m + v) &y[u — v) berechnet und aus den erhaltenen 
Grössen den Quotienten bildet. 
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62 Die Functione» «(u), Z(»), a(»), ö(«), -ff(»), 'r(»,«)- Art. 39. 

Die Functionen B{u), Z(»), a(»), efyi), H(u), /7(»,o) Jaeobi's. 

39. 
Die Functionen, welclie Jacobi mit jK(m), Z{u), Q{m), ö(m), H[u), fT{u, a) 
bezeldlnet hat, sind eridärt durcii folgende Gleichungen : 



jS(«) _ J t 



Z{«) _ £(»)- 



Jaeobi's Gesammelte Werke Bd. I. S. 299. 
S. 187. 



£(«)* 



Q(») = «■'» 

iJm.a) = K'^sinamaeosaniffl Aamo ( - — tt^-ü ^-r- 



,ß(» 



^ + j;(.).«. 



S. 300. 

jS. 198. 
JS. 231. 

IS. 224. 
S. 226. 



S. 197. 
S. 305. 



Zur Vereinfachung der nachstehenden Formeln, sowie zur Erzielung 
ffrösserer Uebereinstimmung derselben mit den Formeln des Art. 26 empfiehlt 
es sich , die von Jacobi mit « , beziehungsweise mit tt , bezeichneten Argumente 
der vorstehend erltlärten Functionen mit V v^"*^ ■ ^ , V V^^ä ' « ''^ bezeichnen. 
Es ergeben sich dann folgende Gleichungen : 



E(V«. -«.■«) 


- v?:7.w;ir +«.";. 


z(V«.-^-' 


L (ÄlL^-l,,) 


ß(Ve.-«.-« 


= e*"'"'!».», 


9{\le,~^e,-u 


= V^-fc «.« "" s.« = ».("W) 


m\li,--T,-u 


= \/^?5«'*"""s« = *('!'), 


Tl{\le-e.-t 


,v.r-v«)-4-i»sst "i+S:»- 
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Art. iO, Berechnung der Grösse h. 53 

Hierbei ist Folgendes zu bemerken : 

Bei der Definition der betrachteten sechs Functionen können die von 

Jacob i mit K, K' bezeichneten Grössen als bekannt angenommen werden. Der 

reelle Bestandtheil des Quotienten - - hat sLets einen positiven Werth. Der 

Werth der mit s/e^—eg bezeichneten Grösse kann beliebig gewählt werden. 
Die Grössen w , ta, v, r, h sind durch die Gleichungen 

bestimmt. Zur Bestimmung der Grössen 

dienen die Gleichungen (1.), (4.), '13.) des Art. 35, in welchen -?■:=: 1, /* ;= 2. 
ü) ;= (0, -^ ^ 7j zu setzen ist. 

Nach Potenzen des Moduls k fortschreitende Reihenentwickeinngen 
für die Grössen Ä", K\ h. 

40. 

Unter Zugrundelegung der im Ai-t. 27 getroffenen Festsetzungen möge 
jetzt angenommen werden, dass der Modul k dem ahHolutcn Betrage nach 
kleiner ist als 1. 

Unter dieser Voraussetzung gelten, wenn der "Werth der unendlichen Reihe 

mit S bezeichnet und zur Abkürzung 

P.) i-a., .+(i>=s,, i+G>+G;l>= «....• 

gesetzt wird, die Gleichungen 

(3.) K= |-t, K'^ fiMognat|-2[-i--(@--Si:) + -g-^-(S--tJ+-g-^g(S---t,)-I-'--]. 

Dem natürlichen Logarithmus ist hierbei sein Hauptwerth*) beizulegen. 



•) Unter dem Hauptwerlhe des natürlichen Loganlhnms einer Grösse x, -welche mit Ausnahme 
der reellen negativen Werthe jeden complexen Werth annehmen kann, wird hier und im Folgenden 
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54 Bereuhnung der Grösse h. Art. 40. 

Weil die Grösse K nicht gleich; Null werden kann, da der reelle Bestand- 
theU derselben stets einen positiven Werth hat, so ist auch die Grösse 
K't: 
K 

1 , durch eine nach Potenzen der Grösse k mit ganzzahligen positiven Expo- 
nenten fortschreitende Eeihenentwickelung darstellbar. Die Coefficienten der 
einzelnen Glieder dieser Potenzreihe Rind rationale positive Zahlen. 
Es ergibt sich 

(4.) ^-2,„„„..J^lr+-^i. + -|'^i'+... 

In Folge dieser Reihenentwickelung ist auch die Grösse A = 6 -^ und 
jede Potenz derselben, deren Exponent eine positive Zahl ist, für alle Werthe 
des Moduls k , deren absoluter Betrag nicht grösser ist als 1 , durch eine nach 
Potenzen der Grösse k fortschreitende Reihe darstellbar; die Coefficicntcn der 
einzelnen Glieder dieser Reihen sind positive Zahlen und die Summe der- 
selben ist für jede dieser Reihen gleich 1. 

Insbesondere ergeben sich folgende Reihenentwickelungen : 

(e.) ...f,.(f)%..(f)V.„(f)'V... 

Der Wurzelgrösse \//; ist derjenige ihrer beiden Werthe beizulegen, dessen 
reeller Bestandtheil positiv ist. 

Wenn von der Reihe für die Grösse A' das Aufangsglied allein , oder nur 
die zwei, drei, vier ersten Glieder in Rechnung gezogen werden, so ist der be- 
gangene Fehler dem absoluten Betrage nach beziehlich kleiner als 

(i-i)(V*)', (i-^-4)(VS)', (1 ^-i--S)(v*)'^ (1 4-i-s-ä°)(v*)", 

mithin kleiner als 



derjenige Weith des natuihehcn Jogarithmu'j der Gröaso x verstanden, dessen imaginärer Bestandtheil 
dem absoluten Betrage nach kleiner ist al'; t 

Untei deiÄelben auf die VeiänderliohkLit der Grösse s: sich beziehenden Einschränkung soll für 
behebii^p Weithc de» tipontiiten m untei dem Hauptwerthe der Potenz x'" der Werth eWoE^ti 
leiatanden wciäcn, loiausfie^etzt dass dem natüiliohen Logarithmus sein Hauptwerth beigelegt wird. 
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Art. 41. ßereciimrag der Urösse h. 55 

Entwickclung der Grösse h nach Potenzen der G-rösse l. 

41. 

Die in dem Art. 27 entiialtenen Definitionen und Lehrsätze bleiben be- 
stehen, wenn an die Stelle von ei, «21 ^s beziehlich e^, «„, c„ gesetzt wii'd, wobei 
die Indices X, /x, v in irgend einer ßeihenfolge die Zahlen 1,2,3 bedeuten. 
Hierbei muss indess die Bedingung aufrecht erhalten bleiben , dass , falls die 
den drei Grössen e^,, e^, e„ bei der geometrischen Darstellung der complexeai 
Grössen entsprechenden Punkte in gerader Linie liegen, e^ dem mittleren 
dieser drei Punkte entspricht. 

Für jede unter der angegebenen Bedingung zulässige Permutation der In- 
dices sind daher dem Inhalte des Art. 27 zufolge zwei Grössen k, k', folglieh 
auch zwei Grössen K, K' eindeutig bestimmt. Aus den letzteren Grossen er- 
gibt sich, sobald über den der Quadratwnrzel \j^-'-\ beizulegenden Werth eine 
Entscheidung getroffen ist, ein bestimmtes primitives Periodenpaar (2tuj, 2<o,) 
des Argumentes der Function jsm, für welches die Gleichungen 
(1.) p{fo.,) = e^, ^((u.-t-w,) -= e„, f{<»;) = e,, 

bestehen. Hierbei ist zu bemerken, dass die Gesammtlieit der drei Grössen 
(Oj, (0 =; ii!);_ + ii»„ , u),, für jede der zulässigen Permutationen der Indices eine 
andere ist. 

Nachdem eine bestimmte Permutation ^ , ^ , v der Indices 1,2,3 ausge- 
wählt worden ist , möge ein Werth der Wurzelgrösse sje,— e, beliebig fixirt und 
das Quadrat desselben mit sJeP^e bezeichnet werden. 

Es mögen ferner ^—e~, v'«!— e" diejenigen Werthe dieser Wurzclgrössen 
bezeichnen, welche unter der Voraussetzung , dass den beiden Potenzen mit dem 
Exponenten ^J-ihrllauptwerth beigelegt wird, durch die Gleichungen 

erklärt sind. 

Die Grössen oi^ und (o^ seien durch die Gleichungen 

(3 1 „ - -^ „ ^ -EL. 

bestimmt. 
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BereelinTvng der Grösse /(. 



gesetzt, so gelten für die erklärten Wurzelgrössen die Gleichungen des Art. 35. 
Für die in diesen. Gleichungen vorkommende Grösse l/-— ergibt sich 

hierbei der Werth -~— ^:= i/ — und zwar ist der Wurzelgrösse i/ — derjenige 
sje^ — e^ 

ihrer beiden Werthe beizulegen, dessen reeller Bestandthcil positiv ist. 

Die Grössen Cj, e^, e, können als veränderlich betrachtet werden, mit der 
Einschränkung , dass keine der beiden Grössen k , Ä" negativ werden darf. 
Wenn nun ferner die Veränderlichkeit der Grössen e^, e^, e^ vorübergehend in 
der Weise beschränkt wird, dass der absolute Betrag der Grösse Ä^ kleiner bleibt 
als 1, so finden die im vorhergehenden Art. enthaltenen Entwickelnngen Anwen- 
dung. Die rechte Seite der Gleichung (9.) des Art. 35 wird daher, wenn man 
für A* die Reihe 

(4.) jt = ,\| + 2(-f)Vl6(4.)' + 16o(-^f )"+... ™g..A*»(«,) 

und für die Potenzen von Ä* die aus dieser ßeihe durch Potenz erhebung sich 
ergebenden Keihen setzt, identisch in \jh übergehen. 

Hieraus folgt, dass die der Gleichung (9.) des Art. 35 analoge Gleichung 
(11.) desselben Art. 

identisch befriedigt wird, wenn für h die Ecihe 

(5.) S_^.+2(J)' + l<l)Vl50(l)"+... 

gesetzt wird, vorausgesetzt dass diese Reihe convergirt. Diese Folgerung 
ist von der Voraussetzung, dass die Grösse k"^ dem absoluten Betrage nach 
kleiner sei als 1 , nicht abhängig, denn die Convergenz der Reihe (5.) ist allein 
an die Bedingung geknüpft, dass die Grösse 

(6.) l = 1^^J^±=^ = iuli 
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Art. 41, Bereclmung äei Grösse h. 57 

dem absoluten Betrage nach den Wertk 1 nicht überschreitet. Diese Bedin- 
gung aber ist den getroffenen Festsetzungen zufolge stets erfüllt und zwar 
stimmt der ans den Gleichungen (5.) und (6.) sich ergebende Werth der Grösse 
k , wenn die Werthe der Wurzelgiöasen in der angegebenen Weise bestimmt 
werden, mit dem Werthe h =■- e'^ überein, 

Ist die Wahl der Indices /,, f.t,v so getroffen , dass von den drei Grössen 
e^— e., e,_ — e^, e,^ — e,, die erste den grössten, die letzte den kleinsten absoluten 
Betrag hat, so ist die Grösse l dem absoluten Betrage nach nicht grösser als 

tg --- , also kleiner als -- , während die Grösse h dem absoluten Betrage nach 
° 24 15 ° 

nicht grösser ist als 6 ^^'^'■, Unter dieser Voraussetzung i^t, wenn die drei 
ersten Glieder der nach Potenzen der Grösse l fortschi'eitenden Reihenent- 
wickelung für die Grösse k in Rechnung gezogen werden, der .absolute Betrag 
des begangenen Fehlers kleiner als eine Einheit der dreizehntenDecimalstelle. 

In den meisten Fällen der Anwendung wird es daher , wenn die Indices 
Ä, IX, V passend gewählt sind , ausreichend sein , die zwei oder drei ersten 
Glieder der angegebenen Reihenentwickelung allein zu berücksichtigen. 

Die Reihenentwickelung (5.) kann indess für numerische Rechnungen in 
vielen Fällen auch dann noch mit grossem Nutzen angewendet werden, wenn die 
Grösse l dem absoluten Betrage nach nicht den in jedem einzelnen Falle erreich- 
baren kleinstmöglichen Werth hat. 

Weim nämlich der absolute Betrag der Grösse / nicht grösser ist als \ , so 
ist der absolute Betrag der Summe aller auf die zwei ersten , beziehungsweise 
auf die drei ersten Glieder der Rcihenentwickelung für die Grösse h noch fol- 
genden Glieder bereits kleiner als 

-^V, beziehungsweise l^l''^, 

und hieraus folgt die Richtigkeit der vorhergehenden Behauptung. 

Wenn der Werth der Grösse h gefunden ist , so ergibt sich der Werth 
der Grösse l/.^ durch die Gleichung (8.) des Art. 35 und der Werth von m, 
mittelst der Gleichung 

(7.) <«,. = -^■-lognat(j^). 

Dem natürlichen Logarithmus ist sein Haupt werth beizulegen. 
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Uebergang von dem primitiven Periodenpaare (2to;., 2u>,) 
zu dem Periodenpaare (2(o,, —2«);) 

42. 

Die Kütwickelungcn des vorhergehenden Art. ergeben sich aus den 
Gleichungen des Art. 35 unter der Voraussetzung, dass & = tO)_, a>' = <ü^. gesetzt 
wird. Analoge Entwickelungeu ergeben sich mittelst analoger Schlüsse, wenn 
lü = lOj, (!>'= — «)^ gesetzt wird. 

Bei dem IT ebergange von dem primitiven Periodenpaare (2«)^, 2«)^) zu 
dem primitiven Periodenpaare (2u),, — 2«)^) bleiben nämlich die beiden Inva- 
rianten ff^ , g.^ und die Grösse e^ ungeändert , während an die Stelle der Grössen 

e^, e^, 7c, 7c', K, K', t 
beziehlich die Grössen 



treten. Diejenigen Grössen, welche bei diesem Uebergange an die Stelle der 
Grössen ä, 7 zu setzen sind, sollen mit h\ t bezeichnet werden. 

Wenn nun die Wurzelgrössen y'^^^T^^, y/g"!!^", ^g g , y'e-.-Te^ in der Weise 
fixlrt werden, wie im vorhergehenden Art. angegeben ist, so können die Wurzel- 
giössen , welche aus diesen durch die Vertauschung von e,^ und e, sich ergeben, 
durch die Gleichungen 

\je~e,= -iv/e— e,, \Je'--i, ^ \j-i i/e.— e , 

erklärt werden. Der WurzelgTösse \J~i ist hierbei irgend einer ihrer beiden 
Wertbe, aber jedesmal derselbe, beizulegen. 
Es bestehen hiernach die Gleichungen 



(2.) 



^m- '-^<^J-'<^-"»(Tr- 



welche zur Berechnung der Grösse fi angewendet werden können. Aus dev 
Gleichung (8.) des Art, 35 ergibt sich 

/■qm/2^ 1+2Ä'+27("'+2Ä'V-- 2 ,,4 ,,16 , 1 ./äS" 
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Art. 42. Vertäu sei] UBg von e^ und e,- 59 

Hierbei ist der Wurzelgrösse y — derjenige ihrer beiden Werthe beizu- 
legen, dessen, reeller Bestandtheil positiv ist. 

Die Gleichung (3.) kann zur Berechnung der Grösse lo,, angewendet 
werden; zur Berechnung der Grösse lo^ ergibt sich dann die Gleichung 

(4.) <.,, = ^lognatQ^). 

Dem natürlichen Logarithmus ist sein Hauptwerth beizulegen. Die 
beiden Grössen h und K sind durch die Gleichung 

[&.) lognatÄ- lognat/*' = lu^ 

mit einander verbunden. 

Aus den Gleichungen (l — 4.) und (la — 16.) des Art. 35 erhält man, wenn 
-ZT—- = ■/], gesetzt wird, die tollenden: 

(7.) \J ?:^^-^l~e,^ = ^.(o|.-l) = 2ft'-^(l+Ä'''VÄ''''+fe*'+-'-), 

(9.) \J^'L ^e^_:_ e;; = 5^ (q | _._ i_) ^ 1- aft' + 2^'' - 2// V ■ ■ ■ , 

(10.) 2/„."n =- ---- -^ 1^ = -2fj.»^-- ' ^ , 

^;(oi-;) *.(«l-f) 

(U.) 2,,,a,, ™ - 2e.„;--l ' ' '- = - -28,»;- ^ -i-^r -4- 

Aus den Gleichungen (15—18.) des Art. 34 ergehen sich in Ueberein- 
stimmung mit den bezüglichen Formeln des Art. 37 folgende Gleichungen: 
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60 Vertaiiachung von e Tiaii e . i 

(12.) V^'S'v'^'öw, = e^'^'"''''%^,(v\ ^-) = ie,(«l"'., ">?.), 

(13.) ^|^^e;;-"~e;g,,( _ ^2.,,,.,.»^ ^^^^| l_^J _ ^„(«1"-.., ->?.), 



Uebergang von dem primitiven Periodenpaare (2(0;, 2to,] 
zu dem Periodenpaare '2(0;, So», ±2«);). 

43. 
Bei der Veitauschung der beiden Grössen e^ und e, gehen die Grössen l 
und h beziehlicli in — l und — k über,, während die Grösse w ^=: (U; den Glei- 
chungen (7.) und (8.) des Art, 35 zufolge unverändert bleibt. An die Stelle des 
primitiven Periodenpaares (2o>i, Ita^] tritt hierbei das primitive Periodenpaar 
(2(0;,, 2ö)^+2o);) und zwar gilt das obere oder das untere Zeichen, jenachdem 
die Grösse k' eine complexe Grosse mit positiv oder negativ imaginärem 
Bestandthcilc ist. 



Formeln ziiv Bevechming der Pei'ioden irad Ausdrücke der (a-Fmietionen 
durcli ^^- Reihen für den Fall reeller Invarianten. 

44. 

Wenn die Grössen e^, e„, e, bekannt sind, so sind die in den Artikeln 
34, 35, 41 und 42 enthaltenen Formeln ausreichend sowohl um ein primitives 
Periodenpaar ;2(0; , 2(o,) des Argumentes der Function pu und die Grössen 

-n, = -^--, /(, = ■-^--- zu berechnen, als auch um die vier d-Functionen durch 
" ©tu?. Gui. 

solche ^-Reihen auszudrücken, bei denen die Grösse h, beziehungsweise die 
Grösse h', dem absoluten Betrage nach einen möglichst kleinen Werth hat. 

Zur Erleichterung des Gebrauchs dieser Formeln sollen dieselben für die- 
jenigen Fälle, in welchen die Invarianten ^j. (/^ reelle Werthe haben, mit den 
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Art, 45. Spei^iclle Formeln für den Fall reeller Invarianten. ßl 

durch diese Specialisimng herbeigeführten Modificationen in den Artikeln 4 r> 
und 4tj nochmals zusamraentfestellt werden. 



Haben die beiden Invarianten g^ und g^ reelle Werthe und ist die Biscri- 
minante G = -^~[g^^ — 27^^) der kubischen Gleichung 4s^ — g^-s — g,, := po- 
sitiv, so sind alle drei Wurzeln derselben reell. 

Es bezeichne e^ die im algebraischen .Sinne grösste Wurzel dieser Glei- 
chung, e^ die mittlere, e^ die kleinste Wurzel derselben. Den Wurzel- 
grössen \/e, c,, \le^-'e~, \j~e~—(\z ^e~--~ä, lege man ihre positiven Werthe bei. 
Man setze 

(2.) - = '""-, h = i^'^ , h^--- h-^ e - :, » = /'-, v,^ "*--. 

Die Grössen «,^, ''%, ' , /*, Ji^ haben positive Werthe. 

Nach diesen Festsetzungen ergibt sich , wenn Z = i , ,« = 2 , r = 'ö, 
(ö^tUj, i5' = (!>3 gesetzt wird, dem Inhalte der Artikel ;H , S5 und 4\ ent- 
sprechend das System von Gleichungen 






l ß^feHö^Ä"— T^A'H- 



(6.) v/-'''"'-V'e.--<!. = 2'i'(M-4"+4'+/i"+---), 

(7.) l/-"^^v'e,"""e; = 1+2*.+ 2*'+ 24»+ ■ ■ . , 

(8.) \/-%' {■■;; 7, — 1-26 + 2*'— 2JII+-1-, 

(9.) \/-'°' ^G = ^-**(1 84'+ ä*«- 74»+ . ■ .)■ 
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62 Specielle Formeln für den Fall reeller Invarianten, Art. 45. 

(10.) ^_2^L^e(5„ = e'^''"'"'''' ^,{v\^), 

(11-} \/-^~V^"^,G,« = e^''"'"'''' ^,{v\x), 

(12.) y'^^^^ir^s^M ^ A'''"'^,r(,it), 

(IS.) ^.^^I^/^-T^^s,,, =. e^'-"'"'5„(^|.). 

(14.) ^.(vj:) = 1 2Acos2ü- + 2A*C084pTr-2/(.»eü86»- + - ■ -, 

(15.) ^,()i|-c) = 2A'8in»>7t — 2A°siii 3liTr+2#giii5!JTi: , 

(16.) 3i{v\7) = 2khosv!z + 2h^coa3v!^ + 2h%os5v!z-\ , 

(17.) ^3{v\x) = L+2ha(}s2v7: + 2h*ms4:Vr.i-2h^CQS6vT. + - ■ ■ 

Wenn e„— e. = e,— e„, also e, =o ist, so ist ; =^ -r,-^— , ^ ^ e~"- 
^ ■^"■' ^^2 + 1 -^ 

Wird dagegen >l = 3, ^=2, v ^=: \ , Ä^iwa, &'= — tOi gesetzt, so er- 
gibt sich entsprechend dem Inhalte des Art. 4 2 folgendes System von Gleichungen 

l/-^ = -^_?_ -=^(i+2;i; + 2jr + ..), »,= "Mognatf-i-Y 



(19.) 
i20.) 






(810 v'"^*'*'"^^ " il';0 + ß+h', + hf + ■■■), 

(22.) V'^V'v-^ea = l+2/ti + 2Äi + 2/ti+-- -, 

(23.) Jl^^^-c, _ l--2S, + 2iJ-2ft;+ • ..., 
(a*') V'^'^*''' " 1^*1(1- -ai? + 64!- 7*1' + ■■■)• 
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SpBcieüe Formeln für den Fall reeller InTarianten, 63 

\/¥i''.-"i.s.« =■ «""'■"'•'''5.(..<l-l). 

.) = l-4,(e"i-+e-»".'')+i!(«"."+e-".")-i;(«"'"+«"'*'") + -, 
,-) = «(«'■"-«-'■")-W(e'v~e-".'')+*f((!"-.'=.-e-"'"} , 

-) = «(e".-+e-".") + *?(e"'.»+e-".-)+»f(e"'.''+e-"'.") + ..., 
1) = 1 + *, («"."+ »-""■") + h\ («'"."+ e-".") + ;.Ke°''"+ «^'"''°; + ■ ■ • 

= e—e also e, = ist, so ist l £: x__ j,, ^ e"^. 

•= v'2+1 

Die Grösse e"" ^ 0,04321 .. ist kleiner als -^^. 

Wenn ^3 positiv, also gg negativ ist, so empfiehlt sich der Gebranch der 
Gleichnngen (3 — 17.), ist aber ^3 negativ, also e^ positiv, so empfiehlt sich der 
Gebrauch der Gleichungen (18 — 32.) , weil in dem ersten Falle h kleiner ist als 
Äi, während im zweiten Falle Ä. kleiner ist als h. 



Art, 4 
(25.) 




(26.) 




(27.) 




(28.) 




(29.) 


^.(".i -) 


(30.) 


\»X,A-\ 


(31.) 


-%(".'l-v 


(32.) 


'•>lv\-\ 




Wenn e,— t 



Haben die beiden Invarianten g^ ^^^'^ 9z reelle Werthe und ist die Biscri- 
minante G := -^^[f^—ligl) der kubischen Gleichang As^~g^s — g.::^(i ne- 
gativ, so ist nur eine Wurzel derselben reell, während die beiden anderen 
"Wurzeln conjugirte complexe Werthe haben. 

1'jS bezeichne 62 die reelle Wurzel dieser Gleichung; die beiden complexeii 
Wurzeln derselben seien in der Weise mit e■^ und e^ bezeichnet, dass die Diffe- 
renz ßj — ßg positiv imaginär ist. 

Es seien p und ^ zwei positive Grossen, für welche die Gleichungen 



: f,(! 



(0<'i<^) 
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«-■ 


'" K 




ei'-i- 


V'iÄ 


-',] 


' 


Vi(e.-e,) 


S'io, 




s-.„; 





64 fepecielle Formela für den Fall veetlei- Invarianten. Art. 46, 

bestellen. Allen in den folgenden Gleichungen vorkommenden Wurzelgrössen 
ist ihr Ilanptwerth beizulegen. 
Man setze 



(1.) '" ^'''■' ''' "■^'' 

(i) '■=£'; s,-=e'"', *.= «""''; '.■= i°-. ".= all- 

Die Grössen o>,^, -/ , ■'■ , h^, h^ haben positive Werthe. 

Nach diesen Pestsetzungen ergibt sich, wenn ^ = 2, « ;= ] , v =. W, 
lü 1:= ü)^ , i5' = (Og = ,j- tu^ -i- \- 103 , l = ü^ . h =^ ik^ gesetzt wird , dem Inhalte der 
Artikel ü4, 35 und 41 entsprechend das System von Gleichungen 

i !/.?;;_..= =.-?-,, (1-1-2/^ + 241'+..), 04= ^-'l-'- log Dat (-'-), 

[ _ n' l + 3'i|- 5 'ig-7'M' +-. ^ ^^,_ , . 

(.^.) I ''»'"ä^ 6" l+3ft2~ 5/4-7^3^ + .. ' ^'"'' '""'12^"' 

(6.) V'-f^-C'W^ - 24(1-S|- sS + 4? + ...), 



(7.) 



i\/-V'fv'e.-e. + V'«.-«.'' = 1+ 2f4 + 2*S'+.-, 



(8.) 4\/-^(v'«.- «.-y«.-«,' — 2i(fe + ?iä + *?+.-.), 

(9.) V/^"-^-"^ = ^-4(l+36',-5;.2-7;if + ...). 



Hosted by 



Google 



Art. 4G. Specielle Formeln für dou Fall reeller InTariaBten. 

(10,) \/S^=GS» = «''''■'••''"e'*''3,(.,!i + T,), 

(11.) \l^<liiJ^)S,u = «^'■'"■'''e-*"a,(»,|i + ',), 

(12.) \l^^\ß^A'"' e^^-"'"'- ■ U'M + h), 

(18.) \/^v^^s... = <■>"'''■ i,ly,\i + -.,), 



(14.) e ^i(«'slf + ~a) = 2AJsm7),,7rH-2ft*sin3i;jj:— SÄ^'siuS);^!;— ■ 

(15.) ^"^"^.^^(^sli + ^a) = 2AJCOSW,7r— 2ÄjC083«,ir— 2/i"^C085i',T^ + - 

(16.) i[^,(«sli + ^,)+5o(t',li + T,)l = l + 2Ä^C084D,Tr + 2ftJ'eos8«',7rH ., 

(!'.) i|>,('',li + ',)— 5.(«'!li + ',)] = 2i(*,co82t.,« + i;cos6ii,ii + ...). 
Wenn e,^0, also -^S^it, so ist i, = tg^7r und Ä,=e^^" 

Wird dagegen .3^2, ^^3, v^l, Ä^^tuä, w^ — tu, ^i(i>2 — 
^ =^ i/3, h = ihs gesetzt, so ergibt sieh das System von Gleichungen 



(18.)I.= 
(19.) 

(20.) 

(21.) 
(22.) 
(2S.) 
(24.) 



1 \fer-e.,—\feP 



='«(-«. '.= l-+<iJ+'<l->"<iT+-. 



\/-??* = ■7T=-^-Tp=(l+2;.; + 27.r + ..), »,= ^ilogaatQ-), 

<"i= iü-^-i«";, '"3=^ l-^.+ ^w;, 

').= ä-"l2— i'Js) ^3= \-n^+\'rh, 



Geiirauclio fler elllpÜBcLen Functionen. 
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(26.) 
(26.) 
(27.) 

(28.) 
(29.) 
(30.) 



Spocielle Formeln für den Fall reeller Invarianten. Art. '17. 

y/M. {-res» = ie'^'''-'''"''e-'"s,(v,i\i + ,,), 

\f^Vi(^-^)6,u - «"^''■"■"■e"*'"'3,(v!i + T,), 

\/5vV^,S.. = ^'^-'•••'•< . 5.(..ii4+,.), 

y/^ i/^-^. s.» = e-''"-"'''- • M'.i I i + ^.), 

e^*"5.(»,'U + T.) — li*{eV--e-'-*)+li(e'''^--t-'"'''}--Afie'"-' -«-»'■.'=}_..., 
«"'"'S/O.ilj + T.) _ ij(e".''+<!'».>)-*J{8'"="+e"'°'")-»f(ii°'-"+e"'"'")+-'-, 
(31.) l[A(vli+T.) + a.(»..-|i + ,.)] = l+s;(e»».«+e-".")+ft»(e"'."+e-»».-)+..., 
(S2.) i[.3.(vH + -.)-5.(o.iH + -.)l = i[*.(«'°'''+«-'°'") + *;(<i"''+e-"-=)+--J- 

Wenn e, ^ , also ^dSik, so ist i,=tffiit und Ä, = e^'^. 

Die Grösse tg|x hat den Werth ^2 -1 = 0,4142136, die Grösse 
e~^^ ^ 0,2078796. 

Wenn ^g, also auch c^ positiv ist, so empfielilt sicli der Gebraucli der 
Gleichungen (3 — 17.); ist aber g^, also aueh Ca negativ, so empfiehlt sich der 
Gebrauch der Gleichungen (18 — 32.), weil im ersten Falle die Grösse h^ kleiner 
ist als die Grösse A3 , während im zweiten Falle die Grösse ha kleiner ist als die 
Grösse h^. 



Unter Beibehaltung der im Art. 45 und im Art. 46 getroffenen Fest- 
setzungen bestehen femer folgende Gleichungen: 

3Mi + ')-3,{vH+i) 



(!•) 



5j(i»j+») 
3(i«,+ «) 



^-^'.Ve: 



■s,(Hi+') + Wli + ')' 

,., S.(j»,+ a) _ l ,, ., .3.(''.iit + ^.) + a , (...i|^ + T ,) 

^■> S(4».+ «/ i^'' '■'"'• '■i,(^i|i + T,)-A(<',<li + s)' 



S(i»,+ «) 



f.r-^.v'^T- 



(*■) m^-\^^^ 



- ^■(''.l'.)-A (».iT.) 
' A(<'.l ',)+*,(»■ 1'.,)' 

'■ A(<>.>|T.)-a,(».i!.,)' 



— -•-. (Art. 45) 
= — -"--. (Art. 45) 

- 2^;- (*■■'■ «) 



Hosted by 



Google 



Berechnung der GrÖ 



Berechnung eines zu gegebenen Werthen von ^u und p'u 

gehörenden Werthes des Argumentes ■«. 

48. 

Uebereinstimmend mit den im Art. 41 getroffenen Festsetzungen sei 
(2ü)i, 2«)^) ein bestimmtes primitives Peiiodenpaar des Argumentes der Function 
pu. Die Wurzelgrössen ^/e^— e^, \/ei—e seien ebenso definirt, wie im Art. 41' 
die Quadrate derselben mögen mit \/e^— e^ , \Je^— e bezeichnet werden. 

Bezeiclinet Mj, einen der Werthe , welche für u gesetzt die Gleichung 
pn = s befriedigen, so sind alle Wurzeln dieser Gleichung in der Formel 
(1.) u = ±u,+ 2^ia^+2v.'o>, 

enthalten, in welcher ji, [a' irgend welche positive oder negative ganze Zahlen 
einschliesslich der Null bedeuten. 



der Grösse u stets solche, für welche der reelle Theil des Quotienten 

yj^l%u^^6^ _ :pEii:^|»^-4 .crgl. Art. S5 (12,) 

nicht grösser als 1 ist. 

Nachdem der Werth von y/s_e beliebig fixirt worden, üxire man den 

Werth von \/5— « so, dass der reelle Theil von -^-4:^:=^^-^=^- nicht negativ ist 

und setze 

S. = i+(i)'''+(S)'!'+(iS)'r'+---, 

S„ = (',-)"!'+ (S)'!'+ (SD'f ■+ ■ • ■ , 
(*■' 8.,= (S)"i'+(SI)'i"+-"> 
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68 Berechnung det Grösse u. Art. 48. 

Daun ergibt die Gleichung 

(5.) I '' '^^^^''■^^^''^^■'' =1 -^^r^i^itzm = 

wenn man der Grösse \/l—f irgend einen ihrer beiden Werthe nnd dem natür- 
lichen Logarithmus irgend einen aeiner unendlich vielen Werthe beilegt, stets 
einen solchen Werth von m, für welchen die Gleichung pu ^=: s erfüllt ist. 

Die Integration kann auf directem Wege ausgeführt und der Quadrat- 
wurzel ^T^FV' kann derjenige von ihren heiden Werthen beigelegt werden, 
dessen reeller Theil positiv ist. 

Bezeichnet ^S irgend einen der beiden Werthe der Wurzelgrösse 
^is'~ giS—g^; so hesteht die Gleichung 
(6.) 9'it = -~\IS, 

wenn bei der Berechnung der Grösse w mittelst der Gleichung [^ ) der Wurzel- 
grösse \/T^7' der Werth 

beigelegt wird. Hierbei ist der Wurzelgrössc sJT^pf derjenige ihrer beiden 
Werthe zu geben, dessen reeller Theil positiv ist. 

Bei dieser Bestimmung der Wurzelgrösse \/l — f erhält man demnach aus 
der Gleichung (5.) für jedes gegebene System zusanimengehörender Werthe 
Ä, \JS einen Werth des Argumentes m, für welchen ^u ==^ s, p'u = ~\J8 ist. 

Durch Einführung der Bezeichnungen 
(8.) ®,(i) = i, ©,(() = i + |i', ®M =^ i+li'+U^^ ■■■ 

geht die Gleichung (5.) über in die Gleichung 

i Uv^^-^v + V^ej-e^)*-" = 7ßJognat(f + iVl-'') + 
I +\/l"-?[(})'®,(*)J'+(Try®.(0^''+(TS-)'®={0«'"+---]- 
Setzt man *■ gleich ej., beziehungsweise gleich e,., so ergeben sich aus der 
Gleichung (5.) die folgenden 



(10.) .., -- 



\yle,-e,+ §e,~e,,f' ' ' [\j'e^- e, + \j Cy.- 
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Art. 48. Berechnung der Grösse m, 69 

Dem natürlichen Logarithmus ist. sein Hauptwerth beizulegen. Anstatt mit 
Hülfe der Gleichungen (3 — 7.) direct einen Wertli der Grösse u zu ermitteln, 
welcher zu gegebenen Werthen von ^u ^^ s, p'u = —\[S gehört , kann man 
auch aus diesen letzteren nach Annahme einer beliebig zu wälilenden Grösse v 
mittelst des Additionstheorems zunächst die Werthe von p{u + v) ^ s und 
p'{ii + ») ^= — ^S' bestimmen und aus den auf diese Weise erhaltenen Werthen 
von j3(m + i;) und j3'(w + ii) mittelst der Formeln (3 — 7.) einen der zugehörenden 
Werthe des Argumentes u + v berechnen. Durch Sabtraction der Grösse v er- 
gibt sich dann einer der gesuchten Werthe des Argumentes u. 

Dieses Verfahren kommt besonders für den Fall in Betracht, in welchem 
für die Grösse v der Werth ± w^ gewählt wird. 

Es folgen hier die für die Annahme v ==^ —iu„ sich ergebenden Formeln. 

Man iixire den Werth der WurzelgrÖsse V^j— s so, dass der reelle Theil 
der Grösse 



nicht negativ ist, berechne die Grösse t' aus der Gleichung 
und lege der WuTzelgrösse \jl — t"^ den aus der Gleichung 

unter der Bedingung ^i\JT—l'P ■-=- sich ergebenden Werth bei. 
Unter diesen Voraussetzungen ergibt die Gleichung 



(14-) 

ebenfalls einen derjenigen Werthe der Grösse u, für welche pii ^= s, p'u ^ — \/s 
ist. In Bezug auf die Formeln (5.) und (14.) ist Folgendes zu bemerken. 
Die Glieder der nach Potenzen der Grösse / fortschreitenden Beihe 

nehmen in stärkerem Masse ab, als die Glieder einer geometrischen Beihe mit 
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70 



Berechuuiig der Grc 



dem Quotienten Vf, wobei der absolute Betrag der Grösse It die Einheit nicht 
überschreitet. Im Allgemeinen wird es sich demnach empfehlen, zur Berech- 
nung eines Werthes des Argumentes u die Gleichung (5.) oder die Gleichung 
(14.) anzuwenden, jenachdem von den beiden Grössen /, t' die erste oder die 
zweite den kleineren absoluten Betrag hat. 

Wenn die Grössen «j, e^, e, bekannt sind, so sind die im Vorhergehenden 
enthaltenen Formeln ausreichend, um alle zu gegebenen Werthen von ^u und 
p'u gehörenden Werthe des Argumentes u zu berechnen. 

Entsprechend den in den Artikeln 45 und 46 enthaltenen Bestimmungen 
sind für diejenigen Fälle, in welchen die Invarianten g^ und g^ reelle Werthe 
haben, die Permutationen (^, ^, v) — (I, 2, 3), (3, 2, 1), (2, 1, 3), (2, 3, 1) in 
Betracht zu ziehen. 

Zur Erleichterung für den Gebrauch der vorstehenden Formeln sollen die 
wichtigsten derselben in den beiden folgenden Artikeln unter Voraussetzung 
reeller Werthe der Invarianten für die angegebenen Permutationen specialisirt 
werden. 

Specielle Formeln zur Berechnung eines zu gegebenen Werthen von 

pu und p'u gehörenden Werthes des Argumentes u für den Fall reeller 

Invarianten. 

49. 
Unter Beibehaltung der im Art. 4 5 erklärten Bezeichnungen ergeben sich 
für den Fall reeller Invarianten, wenn G einen positiven Werth hat, und mit 
ß, ß zwei reelle Grössen bezeichnet werden, dem Inhalte des vorhergehenden 
Art. entsprechend folgende Systeme von Gleichungen, in welchen dem natür- 
lichen Logarithmus sein Hauptwerth beizulegen ist: 

T. A = 1 



S„i.lognat2r'— i(T^ 



KA^-^K>+-') 



(V^ e, + V e, 
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Art. 49. 



lereclinung der Gr 



(2-) 
(8.) (.■« 






aiV^i— S^O, 



sje^~s +i[e^e^\je,~ej 



(3?) (>•« 



(**) 



2(e,-«,) \J\~IT (s-e.) 

i S.ilognat C\/l^T"+fi) + \/i"r(S„i'+ ; S,,,*"+ äS„i'"+ • ■ ■); 



II. 1=3, 

8, = i+(i)'!:+(a)'!:+(«)'!:'+-, 


ft = 2, y =- 1. 

S.Tli 


«,,= ©■!;+(w)"!;+(-iS)'!"+-, 

(''•)8„= cs)'!;+cis)''','+-, 

s,,.= (e.i)"i',"+--, 


S, log BBl 2i-"- (jL 2, ,+ i K,,,+ • •) 



*"' '' \/s— e, ' j'e,-e;\/»-e, +{'«,-<!. Vs—«. '" 

(8.) ' _ 8,logiiat(\/l^lf— i,i) + Wi-T!(S,,A+i-S,,,i;+5S.,<;H ); 

' » = «»,+ (1 + ,!),.., -l<«5t, -ISJIS'l. 
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72 Berechnung der Grösse u. 



(6*) s>M = s, 3i\/s^e,>0 



s-Ri/o_« > n -Y^ 



-e. — v^i — ^aV^j- 



V's-e, +V'e,-€,v^ 






Unter Beibehaltung der im Art. 4 6 erklärten Bezeichnungen ergeben sich 
für den Fall reeller Invarianten, vorausgesetzt, dass G einen negativen Werth 
hat und dass mit k, ß zwei reelle Grössen bezeichnet werden, folgende Sy- 
steme von Gleichungen, in welchen dem natürlichen Logarithmus sein Haupt- 
werth beizulegen ist : 

III. 1 = 2, (;»=-l, »- = 3. 



_ Ve,— Ca + Ve,— e," J + ?; ('_ \[S 

" " 2 V'Öä (s-eJls-e.)' 

[ i((/.:=-i;+i'i,-7:r.(«->,) = 



(2.) 




(3.) 


f'u = -\/s, svi~i;('>o, Vi^« 
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Bereclmuna' der Grö 



(2«) 






(3:.) ,'»=-VS, WVI^W^O, Vl-C-%|i^-=^-iii|;,^^|j-j, 

'■'"' j =■ s,>iogMt(Vr-(p-i;,:)-Vi-C{S„,(;+vS.,.<;'+trS,,';'+---); 



IV. ;. = 2, p — 3 

s. - i+(T)'!:+ciT)'i:+c-si)"ir+", 

s.,.- (i)"i:+ca)'!;+csi)'ii'+-, 

(5-)s,,,= (-;;:)■?+ (iS)'!;'+-, 



SS^log Hat 2^7'— 2 (^ ö,,i+ i, y,,,+ ■ ■) 



i.) «,„ = ,,, ffi|5i^«=i>o, Shz:Js^4zi=4^£ä^^ 



\je—e^^\ 



\Je—e^sJs—e,+\le^—e^^s- 



'kh, 



(7.) ^■.= -\/s, s\/I-TS>o, vi^-,: = -^.r:i+y5z:iJ+gL ^^« 

(6») p» = s, svi^^ao, 4?^ä=feä5=i = iw, 

(7.) f„_-\/s, »n/i-«'>o, v/a?_-SE5+V5Ei^+SL_VÄ_ 

j ;iv'8^«.+v'iä.-«.)'-(»— T">.) = 

(*') j = s,iogiiat(\/i^f;'-o)+'\'i— c(s,,,*;+iS,,,c+ss.,';'H — ); 
! « = ci-+«)»,+K, -i£"~i, -ia(fBi. 

Zum GcljtBucl.a Aar elliptischon Functioiwii. ^ r. 
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74 Einige conforme Abbildungen. Art. 51. 

Einige durch elliptische Functionen vermittelte contbrme Abbildungen. 

51. 
Wenn «u^ einen positiven, (o^ einen positiv imaginären Wertli hat (vergl. 
die Formeln und Bezeichnungen des Art. 45) und #, t' zwei veränderliclae 
Grössen bezeichnen, welche einschliesslich beider Grenzen alle positiven zwi- 
schen und 1 liegenden Werthe annehmen können, so entspricht hei der geo- 
metrischen Darstellung der Gesammtheit aller Werthe 

die Fläche eines Rechtecks. 

Wird die Veränderlichkeit der Grösse u auf die Begrenzung dieses 
Rechtecks beschränkt, so nimmt die Function ^{u\io^, (u^) = pu alle reellen 
Werthe und zwar jeden derselben nur einmal an. 

Für die Werthe des Argumentes u 

tm,, (( = 0..."l); ui,+ f'(U3; (r=0...1); tm^+m,, {t=l-..0]- t'm„ (f.'=l---0) 

liegen die Werthe der Function ^gu heziehlich in den Intervallen 

+ CO ■ ■ ■ '^1 ; '■'i ■ ■ ■ ^2 i ''ä " " " '^J i ''a "^ 

und zwar sind die zugehörenden Werthe der Ableitung <f/ii bczichlich 

negativ ; positiv imaginär ; positiv ; negativ imaginär. 

Die Function pu nimmt alle complexen Werthe mit negativ oder po- 
sitiv imaginärem Theile und jeden dieser Werthe einmal an, wenn dem Argu- 
mente u alle dem Gebiete 

u = tiä^+t'iä^ oder M = iü.,— i'ü,, (o<i;<i, o<;'<i) 

angehörenden Werthe beigelegt Tverden. 

Bei der geometrischen Darstellung der Werthe der Function <^.m ent- 
sprechen demnach den einblättrigen Flächen der beiden Rechtecke 

die einblättrigen Flächen von zwei Halb ebenen, deren gemeinschaftliche 
Begrenzung von der Axe des Reellen gebildet wird. Auf die Fläche jeder von 
diesen beiden Halbebenen wird die Fläche je eines der beiden Rechtecke in der 
Art zusammenhängend und in den kleinsten Theilen ähnlich abgebildet, dass 
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Art, ol. Einige conforme Abbildungen. 75 

die Punkte beider Mächen einander gegenseitig in eindeutiger Weise ent- 
sprechen. 

Ben Mittellinien beider Kechtecke u=tio+.^m^, u = -l<a,±t'm^ ent- 
sprechen hierbei in der Ebene, deren Punkte die Werthe der complexen Grösse 
pu geometrisch darstellen, vier Halbkreise, welche sich zu zwei Kreisen er- 
gänzen. 

Der eine dieser beiden Kreise hat den Mittelpunkt e^ und den liadius 
\l(e —e T(e,—e^), der andere hat den Mittelpunkt e^ und den Radius \l{<;i'~e.j)(e^—e^)- 

Bie Punkte 

sind beiden Kreisen gemeinsam. 
J)urch die Function 



V 






wird die conforme Abbildung der einblättrigen Fläche des Rechtecks 

U = t<U^+t'<,i.^ (O^i!^ 1, 0<i'^ 1) 

auf die einblättrige Pläehe eines Kreises mit dem Radius 1 vermittelt. Dem 
Mittelpunkte des Rechtecks entspricht der Mittelpunkt, jeder der beiden Mittel- 
linien des Rechtecks entspricht ein Burchmesser des Kreises. Ben Ecken des 
Rechtecks entsprechen die vier Punkte 



■Wcim dem Argumente u alle dem Gebiete 

angehörenden Werthe beigelegt werden, so ist der absolute Betrag der Function 
O'Cß, — Cs/l'^i— ej-p~ kleiner als 1, gleich 1, grösser als 1, 

jenachdem der Werth von t kleiner als i, gleich \, grösser als J ist. 

Unter derselben Voraussetzung ist der absolute Betrag der Function 

v'Ce,— ej)(ei,— ej ~ — kleiner als 1 , gleich 1 , grösser als 1 , 

jenachdem der Werth von t' kleiner als -^^ gleich -J^, grösser als -J- ist. 
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76 Einigö confonue Abbildungen, Art. 51. 

Von den vier Grössen m, — ^, -JL ^ liaben innerlialb des Gebietes 
Q|« S^w Gjit 

M = ± (Wj ± i'm, (0<(Ki, <('<!) 

die reellen Theile einerseits und die imaginären Theile andrerseits dasselbe Vor- 
zeichen. Für dieselben Werthe des Argumentes u ist der reelle Theil jedes 
der sechs Quotienten -J^ (fi,y = 1,2, ä) von Null verschieden und positiv. 

Der imaginäre Theil des Quotienten -^ hat innerhalb des Gebietes 
u = tia^+t'<i>^ (0-<(<:i, o<;('<:i) 

positiv oder negativ imaginäre "Werthe, jenachdem fi grösser oder kleiner als v ist. 

Wird die Grösse -^ mit v, die Grösse -^ mit t bezeichnet, so haben 
innerhalb des Gebietes 

die reellen Theile der lAmctionen ^^(«[t), -&j;'i;[t), ^^(vIt}, -^^(i'It) positive 
Werthe. 

Innerhalb des Gebietes 

sind die imaginären Theile der Functionen 5^ (1; 1 1) und -&, (« | t) positiv imaginär, 
die imaginären Theile der Functionen -^^(vIt) und 5-,(f ]t) negativ imaginär. 

Innerhalb des Gebietes 

II =x tw^~t'x)^ (0<:(<i, 0<('<;i) 

sind die imaginären Theile der Functionen ^„(w|t:) und -3"X»'b) negativ ima- 
ginär, die imaginären Theile der Functionen ■3"^(w|t) und 5j(«|t) positiv 
imaginär. 

Beispielsweise ergibt sich hieraus, dass die Function 

wenn dem natürlichen Logarithmus sein Hauptwerth beigelegt wird, innerhalb 
des Gebietes (o<i<:i, o<i'<;i) eine reelle stetige Function der beiden Ar- 
gumente /, t' ist, welche für t' := den Werth Null hat, 

52. 
Wenn ü}^=w^-\-isi^ einen reellen positiven, tu', = u),^ — to^ einen positiv 
imaginären Werth hat (vergl. die Formeln und Bezeichnungen des Art. 40) und 
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t, t' zwei veränderliche Grössen bezeichnen, welche einschliesslich heider 
Grenzen alle positiven zwischen nnd 1 liegenden Werthe annehmen können, 
so entspricht bei der geometrischen Darstellung der Gesammtheit aller Werthe 

die I'läche eines Rechtecks. Längs der Begrenzung dieses Rechtecks nimmt 
die Function ^{u\w^^ wj = pu alle reellen Werthe und zwar in Ifolge der 
Gleichung ^^(««j+m') = S^(">s — w') jeden derselben zweimal an. 

Für die Werthe des Argumentes u 
/«.„ (i = o...i]: 'M,^-t\,y[, (r=o...i); t.,>, + <-'>',, {(=i.-o); r,:>',, (('=i...o) 
liegen die Werthe der Function pii bczielilicli in den Intervallen 

+ CO ■ ■ ■ c^ ; Cg ■ ■ ■ ~ CO ; -f co ■ ■ ■ e^ ; e^ ■ ■ ■ — co , 

und zwar sind die zugehörenden Werthe der Ableitung ^'u be/iehlich 

negativ ; positiv imaginär ; positiv ; negativ imaginär. 

Die Function pu nimmt alle complexen Werthe mit negativ imaginärem 
Theile und mit Ausnahme des Werthes j3to^^ e^ jeden dieser Werthe zwei- 
mal an, wenn dem Argumente m alle dem Gebiete 

angehörenden Werthe beigelegt werden. 

Die Function j3« nimmt alle complexen Werthe mit positiv imaginärem 
Theile und mit Ausnahme des Werthes ipia^^ e^ jeden dieser Werthe zwei- 
mal an, wenn dem Argumente u alle dem Gebiete 

U = tio^—t'oi'^ (0-<i --; 1, o^c^'< 1) 

angehörenden Werthe beigelegt werden. 

Bei der geometrischen Dar.stellung der Werthe der Function ^m ent- 
spricht der eiiiblättrigen Fläche jedes der beiden Rechtecke 

je eine i^weiblättrige aus zwei Halbebenen gebildete Fläche. Die Begrenzung 
beider Halbebenen wird in beiden Fällen von der Axe des Reellen gebildet; in 
dem ersten Falle ist der Punkt e^ , in dem zweiten der Punkt «, ein Windungs- 
punkt erster Ordnung im Innern der betrachteten zweiblättrigen Fläche. Den 
Mittellinien beider Rechtecke u = tü),±\(ü[, u = \iü„_±t'w\ entsprechen in 
der Ebene, deren Punkte die Werthe der Function pu geometrisch darstellen, 
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vier Bogen desselben Kreises , dessen Mittelpunkt e^ und dessen Eadius gleich 
S/{Gi—e^){e^—e^) ist. Dieser Kreis enthält die beiden Punkte e und e . 

Durch die Function ffc, — e,)(e,-ej ^-- wird die conforme Abbiklunn- der 
einblättrigen Fläche des Rechtecks 

auf die einblättrige Fläche eines Kreises mit dem Radiiia 1 vermittelt. Dem 
Mittelpunkte des Rechtecks entspricht der Mittelpunkt, jeder der beiden INIittel- 
linien des Rechtecks entspricht ein Durchmesser des Kreises. Den Ecken des 
Hechtecks entsprechen die vier Punkte 

± y^E^_ , ^ ^^'-^^ 

Wenn der complexen Grösse w alle dem Gebiete 

angehörenden Werthc beigelegt werden, so ist der absolute Betrag der Function 

VT^i^MT^— ^3) 7^ kleiner als 1 , gleich 1 , grösser als 1 , 

jenachdem das Product {t — 4-)(i' — f) positiv, gleich Kuli, negativ ist. 
Von den beiden Grössen u, — ^- Jiaben innerhalb des Gebietes 

die reellen Theile einerseits und die imaginären Theile andrerseits dasselbe 
Vorzeichen. 

Wenn den drei Grössen 0, tu,, 10.^ bei der geometrischen Darstellung die 
Ecken eines spitzwinkligen Dreiecks entsprechen, so entspricht der Ge- 
sammtheit aller Wertlie 

die Fläche eines geradlinig begrenzten convexen Sechsecks mit den Ecken 
± tUj , ± (1)3, ± <al, welches die Eigenschaft hat, durch seine drei Hauptdiagonalen 
in sechs congruente spitzwinklige Dreiecke getheilt zu werden. 

Entsprechen dagegen den drei Grössen 0, w^, 10^ bei der geometrischen 
Darstellung die Ecken eines stumpfwinkligen Dreiecks, so entspricht der 
Gesammtheit aller Werthe 



Hosted by 



Google 



Art. 53. Einige conforme Äbljildungen, 79 

die l-"'li:lchc eines geradlinig "begrenzten convexen Sechsecks mit den Ecken ± w^. 
±(0^, ±ü>3, welches durch seine drei Hauptdiagonalen in sechs congruente spitz- 
winklige Dreiecke getheilt wird. 

Für alle innerhalb des ersten beziehungsweise des zweiten Sechsecks lie- 
gende Werthe des Argumentes u hat der reelle Theil jedes der sechs Quotienten 
—ü— (it,y= 1,2,3) einen von Null verschiedenen und zwar positiven Werth. 

b'üt den Vall, dass «>(= la^l ist, gilt dieselbe Behauptung für alle inner- 
halb eines Quadrates 

liegenden Wcrtlie des Argumentes. 



Es möge angenommen werden, dass das primitive Periodenpaar (2«)^, 2(u^! 
des Argumentes u einer Eunction p'u\oi^, ujj so gewählt sei, dass den Grössen 
0, «>,, «jj bei der geometrischen Darstellung die Ecken eines spitzwinkligen 
Dreiecks entsprechen (vergl. Art. 27.) Dann entspricht der Gesammtheit aller 
Werthe 

die Eläche eines spitzwinkligen Dreiecks. Die Grössen w^, <i}^-\-o)^= to^, m^ ent- 
sprechen den Mitten der Seiten desselben. "Werden diese drei Punkte durch 
di-ei geradlinige Strecken verbunden, so wird die tläche des betrachteten Drei- 
ecks in vier congruente spitzwinklige Dreiecke getheilt und es entsteht auf 
diese Weise das Netz der Obei-fläche eines Tetraeders, welches die Eigen- 
schaft besitzt, dass je zwei seiner Gegenkanten gleiche Länge haben. Jedem 
Punkte der Oberfläche dieses Tetraeders wird ein Werth der Eunction p(?(|a),, (o^) 
zugeordnet und durch Vermittelung dieser Eunction wird die Oberääche des 
Tetraeders auf diejenige unendliche Ebene , deren i'unkte die Werthe der 
Eunction ^u geometrisch dai-stellen , in der Art zusammenhängend und in den 
kleinsten Theilen ähnlich abgebildet , dass die Punkte beider Elächen einander 
gegenseitig in eindeutiger Weise entsprechen. 

Wenn das erwähnte spitzwinklige Dreieck in ein rechtwinkliges übergeht, 
so tritt au die Stelle der Oberfäche des betrachteten Tetraeders die doppelt zu 
denkende Eläche eines ebenen llechtecks, dessen beide Blätter längs der ganzen 
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80 Qxiadrat des Moduls. Art. 54. 

Begrenzung des letzteren, eine Falte bildend, mit einander zusammenMngen. 
(Vergl. den im 7 Osten Bande des Journals für Mathematik abgedruckten Aufsatz 
des Herausgebers : Conformc Abbildung der Oberfläche eines Tetraeders auf die 
Oberfläche einer Kugel.) 

Die Fläche des geradlinig begrenzten convcxen Sechsecks, dessen Ecken 
den Werthen ito^, ±0)3, ± (<*>s — «>J entsprechen, hat die Eigenschaft, durch 
die drei Hauptdiagonalen des Sechsecks in sechs congruente spitzwinklige Drei- 
ecke getheilt zu werden. 

Für alle Werthc des Argumentes u , welche den innerhalb des erwähnten 
Sechsecks liegenden Punkten entsprechen, hat der reelle Theil jedes der sechs 

Quotienten —^- {^,i'= 1,2,3) einen von Null verschiedenen und zwar posi- 
%u 

tiven Werth. 

Aus den Beweisgründen dieses Satzes kann die in den Gleichungen (2.) 

des Art. 28 enthaltene Bestimmung der in den Verwandlungsfonncln der ö- 

Functionen vorkommenden Wurzelgrössen hergeleitet werden. 



Das Quadrat des Moduls und die absolute Invariante als Functionen 

des Peiiodenverhältnisses. 

54. 

Die Grösse 7r == -?^-^™- = -^1"!- ist, vergl. auch die Formel (6.1 des 
Art. 32 , eine eindeutige analytische Function des Verhältnisses t = ^ der 
beiden Perioden eines primitiven Periodenpaares (2(Dj,2cOj). 

Diese Function möge mit 9 (t) bezeichnet werden. 

Man setze t ^= a + ßi, wo a und ß zwei reelle veränderliche Grössen be- 
zeichnen. Während die Grösse a alle reellen Wertbe annehmen kann , ist die 
Veränderlichkeit der Grösse ß auf positive Wertbe bescbrä.nkt. 

Der Gesammtbeit aller Wertbe 

entspricht bei der geometrischen Darstellung der complexen Grösse t die Fläche 
eines von zwei geraden Linien und einem Halbkreise begrenzten Kreisbogen- 
dreiecks T, dessen drei Winkel einzeln gleich Null sind. Eine Ecke dieses 
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Kreisbogendreiecks entspriclit dem Werthe p ^ +co, die beiden andern ent- 
sprechen den Wertben t == und t = 1. Wenn die Veränderlichkeit der 
Grösse x auf das Gebiet T beschränkt wird, so ist das geradlinige Dreieck, 
dessen Ecken den "Werthen 0, 1, x entsprechen, ein spitzwinkliges. Dieses 
Dreieck geht in ein rechtwinkliges über, wenn x einen der Werthe 

1+flJ (?>0) ; [ii (ß>0) ; « + *V«(1-«) ((Ka<i) 

annimmt, welche den der Begrenzung des Bereiches T angehörenden Punkten 
entsprechen. 

Längs der Begrenzung des Bereiches T nimmt die Function ö(t) =^ k'' 
alle reellen "Werthe und zwar jeden derselben nur einmal an. 

Für die Werthe der Grösse t 

l+[ii (MC---+CO) ; pi {Ei = +Go.-U) ; a + iV^l^ («=o...i) 

liegen die Werthe der Function 6(t) ^= k^ beziehlich in den Intervallen 

— CO---0 ; O-.-l ; 1--.+O0. 

Im Innern des Bereiches T nimmt die Function e(T) alle eomplexen Werthe 
mit positiv imaginärem TheUe und zwar jeden derselben nur einmal an. 

Der einblättrigen Fläche des Kreisbogendreiecks T entspricht daher bei 
der geometrischen Darstellung der Werthe der eomplexen GrrÖsse 9(t) = k^ 
die einblättrige Fläche der auf der positiven Seite der Äxe des Reellen liegenden/ 
Halbebene, in der Art, dass die Punkte beider Flächen einander gegen- 
seitig in eindeutiger Weise zugeordnet werden. 

Die Function 6(t) nimmt alle eomplexen Werthe mit negativ imagi- 
närem Theile und jeden derselben einmal an, wenn der Grösse t alle dem 
Gebiete 

angehörenden Werthe beigelegt werden. Diesen Werthen entspricht bei der 
geometrischen Darstellung der Werthe der eomplexen Grösse t die Fläche 
eines zweiten Kreisbogendreiecks , welche mit T[ bezeichnet werden möge. 
Je zwei in Bezug auf die Gerade o =^ symmetrisch liegenden Punkten der 
beiden Bereiche T und T, entsprechen conjugirte complexe Werthe der Grösse 
9 (t) ^ k\ 
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Durch symmetrische AViederholung in Bezug auf seine drei Seiten*) ent- 
stehen aus dem Kreisbogendreieck T ausser dem Kreisbogendreieck Ti noch 
zwei andere; durch entsprechende symmetrische AViederholung der entstandenen 
Dreiecke und durch Fortsetzung dieses Verfahrens ergeben sich unendlich 
viele Kreishogendrciccke, deren Flächen die ganze Halbebene ß > lückenlos 
und einfach ausfüllen. 

Jedem derjenigen Kreisbogendreiecke, welche aus dem Bereiche T durch 
eine endliche Anzahl symmetrischer Wiederholungen hergeleitet werden, ent- 
spricht bei der durch die Function 6(t) ■= k^ vermittelten conformen Abbildung 
die auf der positiven oder die auf der negativen Seite der Axe des Reellen 
liegende Halbebene , jenachdem die Anzahl der erwähnten symmetrischen 
Wiederholungen eine grade oder eine ungrade ist. 
Die beiden Transformationen der Grösse t 

sowie alle lYausformationen der Grösse x, welche aus diesen beiden durch Zu- 
sammensetzung erhalten werden, lassen die Function 6(t:) = k^ unverändert. 

Es ergibt sich auf diese Weise eine Transformation t 11 - ; ^ ^ , in welcher 
fi <!■, "^t 4 ™^ beliebige, nur den Bedingungen f([ — <IP =^ 1, p ^ 1, ^ ^ 0, 
P ^ , q'^l (med. 2) unterworfene ganze Zahlen bezeichnen. 

Aus dem umstände, dass die Fläche des Kreisbogendreiecks T und die 
Flächen der aus demselben auf die angegebene Weise entstehenden Kreisbogen- 
dreiecke die Halbebene ß:>0 lückenlos und einfach ausfüllen, während die 
Function 6(t:) jeden der Werthe, welche sie innerhalb dieses Gebietes annimmt, 
innerhalb desselben nur an einer einzigen Stelle annimmt, ergibt sich, dass, 
falls ft^ einen von Ü, 1 und co verschiedenen Werth hat, und t^^ eine Wurzel 
der Gleichung 9(t) = k" bezeichnet, alle anderen Wurzeln dieser Gleichung 
durch die Formel t ^= ^ ' r^ ' ^" ' gegeben werden , in welcher p, ([■, p\ 4 ^'^'^^ 
ganze Zahlen von der angegebenen Beschaffenheit bezeichnen. 

Es besteht überhaupt der Satz: Jenachdem die vier ganzen Zahlen 



*) Unter der symmetriacheu Wiederholtiug einer Fignr in Bezug auf eine KreiBÜnie »ersteht 
man diejenige Figur, welche aus der betrachteten durch Verwandlung mittelst reoiproker Radien her- 
vorgeht, falls der Mittelpunkt jener Kreislinie zum Transformati onsmittelp unkt und das Quadrat des 
E^clius dieser' Kreislinie zur Transformation apotenz gewählt wird. 
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P ■> 1t p'i 4 ^^ssei- der Bedingung fq — <i'p' =^ 1 ™it Bezug auf die Tabelle (5.) 
des Art. 33 den Bedingungen des Falles 

I, II, III, IV, V, VI 

genüsen, ist der Werth von (j(^H-^- ; gleich 

Jede dieser Grössen ist gleich einem der sechs Werthe des durch die vier 
Grössen co, e , e^, e,^ bei beliebiger Anordnung derselben bestimmten Doppel- 
verhältnisses. 



Durch die Transformation " || — — geht das Gebiet T in das Gebiet T, 
über, indem den Ecken +coi, 0, 1 des Gebietes T beziehlich die Ecken 
0, +ooi, —1 des Gebietes T, zugeordnet werden; der Wcrth x = i entspricht 
bei dieser Transformation sich selbst. 

Bei den Transformationen " I 7-_^ und TJj^^-^ entspricht das Gebiet T 
sich selbst, indem den Ecken +coi, ü, 1 desselben die Ecken 0, 1, +coi, be- 
ziehungsweise 1 , +CO«, zugeordnet werden. Bei diesen beiden Transforma- 
tionen bleibt der Werth t :^ f(H-\/3i) ungeändert. 

Das Gebiet T wird durch die Gerade a= ^ und durch die beiden mit 
dem Radius 1 um die Punkte 1=^0 und t ^ 1 als Mittelpunkte beschriebenen 
Kreislinien in sechs Kreishogendrcieckc mit den Winkeln 0, -J-tc, -Jic getheilt. 
Dieser Theilung des Gebietes T entspricht bei der durch die Function 6 (t) = k' 
vermittelten conformen Abbildung desselben auf eine Halbebcnc eine Theilung 
der letzteren in sechs Kreisbogendreieeke mit den Winkeln ^it, ^u, -i-k. Die 
im Innern der Halbebene liegenden Begrenzungslinien dieser Dreiecke werden 
gebildet von der durch den Punkt &^ = ^ hindurchgehenden, auf der Begren- 
zung der Halbebene senkrechten Geraden und von den beiden um die Punkte 
F ^; und k^ ^^ 1 als Mittelpunkte mit dem Kadius 1 beschriebenen Kreisen. 
Wird das Gebiet T, und die demselben entsprechende auf der negativen 
Seite der Axe des Reellen liegende Halbebene in entsprechender Weise getheilt, 
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SO ergibt sich eine Tlieilung der Ebene, deren Punkte die Wcrthc der com- 
plexen Grösse k^ geometrisch darstellen, in zwölf Kreisbogendreiecke. 

Wenn ff^ und cf^ die im Art. 5 (3.) erklärte Bedeutung haben, so bestehen 
die Gleichungen 

4(1- F+A7 9l , [(l + F)(2-F)(l-2^')]' 



27[F(l~F)y ^-27,9"-' 21[¥{l-k')f <j\-'^'^9\ 

Die Grösse ——^ — r, eine zu dem T)rimitiven Periodenpaarc ''2t!>.2(ul 
9l-21gl' ^ i : ,■ ^- 

gehörende absolute Invariante, ist eine eindeutige analytische Function 

des Periodenverhältnisses t, welche mit _;(t) bezeichnet werden möge. 

Durch die Function — )y ~ p ' ^i- =^'W wird eine conforme Abbildung 
der Fläche jedes der erwähnten zwölf Kreisbogendreiecke auf die Fläche einer 
Halbebene vermittelt, welche so beschaffen ist, dass die Punkte beider Flächen 
einander gegenseitig in eindeutiger Weise zugeordnet werden. 

Ueberhaupt gilt folgender Satz : 

Längs der Begrenzung des Gebietes 

T = a + ßi (oS"3i, ßSv'i^'^O 

nimmt die absolute Invariante ~-^?-~ = j[x) alle reellen Werthe und jeden 
derselben nur einmal an; für die Werthe des Periodenverhältnisses -t 

ßi (ß = +a>.--i) ; rj_j^isj\^V^ („^o-J) '; 1 + ßi (^ = j^ä.- +co) 
liegen die Werthe von J(t) beziehlich in den Intervallen 

+ 00---1 ; 1---0 ; oo. 

Die absolute Invai-iante j(t) nimmt alle complexen Werthe mit negativ oder 
positiv imaginärem Xheile und jeden derselben nur einmal an, wenn dem Pe- 
riodenverhältnisse T alle dem Gebiete 

angehörenden Werthe beigelegt werden. 

Alle Wurzeln der Gleichung j('^)=J('to) ^^^^^ gegeben durch die 
Gleichung 

P + S'^Q ' 
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Art, 56. Elliptische Integrale der drei Arten. 85 

in welcher den Grössen p -,(}■, 'p ■, q alle Systeme von ganzen Zalilen beizulegen 
sind, welche der Bedingung /jg' — qp ^ 1 genügen. 

Es folgen hier einige auf die in den Art. 54 und 55 enthaltenen Unter- 
suchungen sich beziehende Literaturangaben. 

Dedekind, Ueber die Theorie der elliptischen Modulfunctionen , Journal 

für Mathematik, Band 83, Seite 265 ff. 187 7. 
P. Klein, Ueber die Transformation der elliptischen Functionen, Mathema- 
tische Annalen, Band 14, Seite 111 ff. 187 8. 
Weierstrass, Zur Theorie der elliptischen Functionen, Sitzungsberichte 
der Königlich Freussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 
Jahrgang 1883, Seite 1271 ff. 



Normalform der elliptischen Integrale erster, zweiter, dritter Art. 

56. 
Die zu einer elliptischen Function (f (m) gehörende Integralfunction Jiy (M)rfM 
besteht, wie die im Art. 17 angegebene Formel zeigt, im Allgemeinen aus vier 
verschiedenartigen Bestandtheilen : 

1 . einem Gliede von der Form C^.u, 

2. einem Aggregate von Gliedern von der Form —\%-^-r ^_^-. ■, weiches 
sich nach Art. 11 (5.) durch ein Glied von der Form —{J-^%)--^ und 
eine elliptische Function des Argumentes u ersetzen lässt , 

3. einem Aggregate von Gliedern von der Form S C log6(w — v), welches 
sich in Folge der Gleichung 2^C^;=0 (Art. 16(2.)) unter Hinzunahme 
einer additiven Constante auf die Form S^C^log - g^ bringen lässt, 

4. einer elliptischen Function des Argumentes «, welche zu demselben Pe- 
riodenpaare (2(u,2tu') gehört, wie die Function ^(m). 

Hiernach ergibt sich, wenn 9^(m) eine zu dem Periodenpaare {2ü>,2(o') ge- 
hörende elliptische Function des Argumentes u bezeichnet, ans der Formel des 
Art. 1 7 die folgende : 

(1.) j\{u)äu = C,-u-^{^^ßl)^ + 1^0,\^g!^^+'U^). 
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86 Ellipfischo Integrale der drei Arten, Art. 5G. 

Entsprechend der in den Art. 48 — 50 gebrauchten Bezeichnungsweise 
möge mit s der Werth der zu der elliptischen Function (^(m) gehörenden Function 
^ , mit \/S einer der beiden Werthe der Quadratwurzel aus der Grösse 
8^ 4/ — ff^s — ff^ bezeichnet werden. 

Die Gesammtheit der Werthe , welche die als Function des Argumentes s 
betrachtete Grösse w für einen beliebigen Werth s^ der Grösse s unter der Be- 
dingung annehmen kann, dass, wenn \jS^ einen bestimmten der beiden 
Werthe der Quadratwurzel aus der Grösse -8^= 4s' — g^s^ — g^ bezeichnet, für 
jeden dieser Werthe die Gleichung p'u ^= — s/S^, erfüllt ist, stimmt überein mit 
der Gesammtheit aller derjenigen Werthe, welche das elliptische Integral 

erster Art / —■— unter der Voraussetzung annimmt, dass die Intetjration 

von dem Werthepaare s = s^, SfS = S/S^, ausgehend längs irgend eines Weges 
bis zum Werthe s ^ co erstreckt wird. 

Bezeichnet u^ irgend einen beliebigen dieser Werthe, so sind alle übrigen 
in der Formel u ::^ m^4- 2[i<i) + 2fi,'«>' enthalten, in welcher den Goefhcienten \t, [jl' 
alle ganzzahligen positiven und negativen Werthe einschliesslich des Werthes 
Null beizulegen sind. 

Die Perioden 2ü>, 2to' des Argumentes der elliptischen Function ff{u) und 
der zu dieser Function gehörenden Function ^u heissen daher auch Perioden 

des elliptischen Integrals erster Art u =i -—■ 

Wenn der Werth dieses elliptisclien Integrals erster Art mit /(*', s/S ) be- 
zeichnet wird, so ist die Gleichung 

(2.) u=JMs) = r ^ 

mit dem gleichzeitigen Bestehen der beiden Gleichungen 

(3.) s = ipu, sJ'S = ~p'u 

vollständig gleichbedeutend. 

Als Normalform eines elliptischen Integrals zweiter Art kann 

die Function — ^ erklärt werden , vorausgesetzt , dass der Werth auch dieser 
6ti 
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Art, 56. EUiptisclie Integrale der drei Arten, 87 

Grösse als Function des Argumentes « betrachtet wird. Es besteht nämlich die 
Gleichung 

wenn die Integrationsconstante in der auf der rechten Seite dieser Gleichung 
stehenden Integralfunctiou durch die Festsetzung bestimmt wird, dass die für 
hinlänglich grosse Werthe des absoluten Betrages der Grösse s geltende Ent- 
wickelung eines Zweiges dieser Integralfunction die Gestalt 

annimmt, wobei 






ZU setzen ist. 

Wird der Werth dieser Integralfunction mit J'{s,\IS) bezeichnet, so er- 
gibt, wenn u irgend einen die Gleichungen (3.) dieses Art. befriedigenden 
"Werth bezeichnet , der Werth der Function — ^ einen Werth des elliptischen 
Integrals zweiter Art 



J'feVS) =/' 



(■^s) , 



MS 

Bei Vermehrung des Argumentes u um 2u), beziehungsweise um 2»»', 

ändert sich der Werth der Function -J^ um die Grösse 2-r , beziehungsweise 
Gm ' 

um die Grösse 27)'. Dieselben zusammengehörenden Aenderungen der Werthe 



Sm 
Integrationswege für die Integrale 



der Grössen u , —- können durch entsprechende gleichzeitige Aenderungen der 



r'^ ds ri^.'/S) g^is^ 

herbeigeführt werden. 

Die Grössen 27], 27]' heissen daher auch die den Perioden 2(o, 2io' des 
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88 Elliptische Integrale der drei Arten, 

elliptischen Integ;Tals erster Art 






r(s,\ls) =J' 



entsprechenden Perioden des elliptischen Integrals zweiter Art 

Als Normalform eines elliptischen Integrals dritter Art kann die 
aus der Function t.tljLtl. durch Integration in Eezus^ auf die Grösse u heivor- 
gehende Integralfunction 

W /if^:^p-|'»» = '°S^-f + -|f«+C Tergl. Art. 11(5.) 

erklärt werden, 

Die von dem Argumente u unabhängige veränderliche Grösse v, welche 
Parameter des betrachteten elliptischen Integrals dritter Art genannt werden 
kann, darf weder deu Werth Null, noch einen dem Werthe Null congruenten 
Werth annehmen. 

Wenn der in dem Ausdrucke für das betrachtete elliptische Integral 
dritter Axt auftretenden Integrationsconstante C der Werth Null beigelegt wird, 
so erhält das constante Glied in der für die Umgebung des Werthes u ^= gel- 
tenden, nach Potenzen der Grösse « fortschreitenden Entwickelung mit dem 
Anfangsgliede — log u 

(7.) JL^^±.^^du = —\ogu + C—^pvtt'+^,^'v-u''+--- 

ebenfalls den Werth Null. Unter dieser Voraussetzung ergibt sich, wenn die 
Grössen s,\l8 die durch die Gleichungen (3.) dieses Art. festgestellte Bedeutung 
haben und die Grössen s,,, \/jS„ durch die Gleichungen Sa = pv, \/S^ = — §?'» 
bestimmt werden, als Normalform eines elliptischen Integrals dritter Art der 
Ausdi öck 

dessen Werth mit J{s,\jS ; So,^S„) bezeichnet werden möge. 

Durch Vertauschung der beiden Grössen u und v ergibt sich 
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Art. 57. Additionstheoreme der elliptischen Integrale. 89 

es besteht daher die Gleichung 

(9.) ■ns,\IS;s„\!S,)-J(s„\/J^;s,\IS) = ^ ■u~f^.v + {2n,+l)T.i, 

in welcher n^ eine ganze '/iM. bedeutet. 

Diesem Satze entspricht in der Legciidre-Jacob ischen Theorie der 
elliptischen Integrale der Lehrsatz über die Vertauschnng von Parameter und 
Argument bei elliptischen Integralen dritter Art. 

Bei Vermehrung des Argumentes w um 2(o, beziehungsweise um 2to, 
ändert sich der Werth des beti-achteten elliptischen Integrals dritter Art be- 
ziehungsweise um 

(10.) — 2r,« + 2m|- + 2mra, — 2yj'« + 2(u' -p^ + 2«'m, 

wobei n, n zwei ganze Zahlen bedeuten, deren Bestimmung eine besondere Er- 
örterung erfordert. Diese Grössen sind daher Perioden des elliptischen Integrals 
dritter Art 

<^^\ f^,P'» + P'«:i 1 G(f — «) , S'« &''^^\ ■^S -^ ''JK äs _ .-^ .■^. 

Aus dem Vorstehenden ergibt sich, dass die zu einer elliptischen Function 
9(m) gehörende Integralfunction /(p(m}(7w darstellbar ist durch ein Aggregat be- 
stehend aus 

1. einem elliptischen Integrale erster Art, 

2. einem elliptischen Integrale zweiter Art, 

3. einer endlichen Anzahl von elliptischen Integralen dritter Art, 

4. einer rationalen Function der Grössen s =^ pu und \JS ^ — p'w. 

Ädditionstheoreme der elliptischen Integrale. 

57. 
Wenn 

«,+ «2 = Mj, x^ ^= ^\, X, ^ s^^(,, x^ ^ ^u^, x^ = pu^, 

Vo = —f^o, Vi = -P^„ % = — fX' 2/s = -S>\ 

gesetzt wird und die Integralfunctionen J{x^y)^ J'{w,y)^ J{i^>^\ '^'üji'o) ^^^ 

im vorhergehenden Art. erklärte Bedeutung haben, so bestehen folgende 

Gleichungen : 

Zum Gel)räiitJi9 def elliptiBolien Functionen. j » 
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90 Perioden der elliptischen Integrale. Art. 58. 

(1.) J(^n2/,) + J"(^.,2/.) = J(^,>*',)- 

(2.) J'{^„2/,)+J'(^.,;/.) - J\^.,y.)^\'^^^^- 

Diese Gleichungen gelten in dem Sinne, dass, wenn den auf der linken 
Seite einer dieser Gleichungen stehenden Integralfunctionen irgend welche der 
unendlich vielen Werthe beigelegt werden , die dieselben annehmen ' können, 
die Summe einem der unendlich vielen Werthe gleich ist, welche die auf der 
rechten Seite derselben Gleichung stehende Function annehmen kann. 

Bestimmung der Perioden der aus elliptischen Functionen 
entspringenden Integralfunctionen. 



Unter einer Periode der aus einer beliebigen elliptischen Function cp(M) 
entspringenden Integralfunction f^{u)du ist jeder Werth zu verstehen, welchen 

das bestimmte Integral / f{ii)du unter der Bedingung annehmen kann, 

dass die Function (p(i(;) für keinen Punkt des — im Uebrigen beliebig, aber 
von endlicher Länge zu wählenden — Integrationsweges unendlich gross wird. 
Die Grösse 2(5 bezeichnet hierbei eine beliebige Periode des Argumentes der 
Function ^(m), einschliesslich des Wexthes Null. 

Wenn die Grrösse 2(3 den Werth Null hat, so ist der Integrationsweg ein 
geschlossener. Es bezeichne k die Summe der Zahlen, welche die An- 
zahl und den Sinn der Windungen dieses geschlossenen Integrations- 
weges um die Punkte 

l)j,+ 3m(u + 2in'(u' (m,m'= 0, ± 1, ± 2, ■•- ± co) 

angeben, und von denen stets nur eine endliche Anzahl von Null verschieden 
ist. Dann ist das längs des betrachteten Integrationsweges zu erstreckende 
Integral 






du = 27t, TT? 
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Art. 58. Perioden der elliptisühcii Integrale. 91 

mithin hat das längs desselben "Weges zu erstreckende Integral / <f{u)dtt, 

wenn die Function ^(m) auf die im Art. 16 (3.) angegebene Gestalt gebracht 
wird , den Werth 

'^i^^\A,m, (^ = 1,2,3, ---m). 

Der Werth des Integrales / rp(j()& ist also stets bestimmbar, wenn der 

Integrationsweg insoweit gegeben ist , dass für die in Betracht kommenden 
Werthe v die mit k bezeichneten ganzen Zahlen ermittelt werden können. 

Ist 2(i) von Null verschieden, so möge in der Nähe des Werthes u^ ein 
Werth M, so angenommen werden, dass für keinen der geraden Strecke 
(Mj-.- Mj+2«)) und für keinen der geraden Strecke («,■■- MjH-2w') angehörenden 
AVerth des Argumentes u die Function cf{u) unendlich gross wird. Der vorge- 
schriebene vom Werthe «^ zum Werthe u^+2St =^ M^j+2m(o + 2m'iu' führende In- 
tegj-ationsweg werde mit L, ein beliebiger, vom Werthe u^ zum Werthe m, 
führender, keine Unendlichkeitsstelle des Argumentes der Function f{u) ent- 
haltender Weg werde mit L' bezeichnet; L" bezeichne den Weg, welcher, 
während die Variable u den Weg i' beschreibt, von der Variablen m+2«) be- 
schrieben wird. 

Wenn die Variable u nach einander folgende Integrationswege beschreibt, 

erstens, den vorgeschriebenen vom Werthe u^ zum Werthe u^+lio füh- 
renden Weg 1», 

zweitens, den vom Werthe Mj+ 2(u zum Werthe «.j-|-2ui führenden 
Weg L", 

drittens, den vom Werthe u^+2ü) = ti^-h2mta-\-2m'tü' zum Werthe 
u^+Hmta führenden geradlinigen W^cg*), 

viertens, den vom Werthe w^+amu) zum Werthe m^ führenden gerad- 
linigen Weg, 

fünftens, den vom Werthe u, zum Werthe u^ führenden Weg L', 
so ist der aus den fünf angegebenen Theilen bestehende Integrationsweg, 
welcher, im angegebenen Sinne durchlaufen, mit L bezeichnet werden möge, 



*) An die Bestimmung, dass die Integration auf directem Wege ausgeführt werden soll, wird 
a den bezüglichen Formeln durch einen an das Integrab eichen angefügten Accent ( T) erinnert. 
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96 Perioden der elliptiBclien Integrale. Art 60, 

beiden bestimmten Integrale den Werth , die Ausdrücke 

bezieblich die Werthe {2^^+'i)%i, — (2a„+!)TO au, es ergeben sieh also für die 
ganzen Zahlen n, n' die Werthe 

(3.) n = _(2p„+l), n'= 2«,+!. 

Unter Zugrundelegung der speciellen Voraussetzungen, dass ß = o ist, 
beziehungsweise dass a^ z= ist, ergeben sich folgende specielle Gleichungen: 

^*-^ J pl'Slv '^'' ^ 2^1 ^-^"^l^-^^ '» = 2an, + 2^m', (a belieMg, < ß < i) 
(5.) T"" -^p'-- du = 2r;p -2m ^ + T.i, »; = 2ff(u + 2pii.', (0<:a<:i, pbelieWg). 



Es kommt mitunter vor, dass eine elliptische Function f {u), zu welcher 
die Integralfunction bestimmt werden soll, als Quotient zweier ganzen homo- 
genen Functionen desselben Grades der vier S-Functionen Sw, S^m, G^m, S,«, 






gegeben ist. 

Für jede solche Function stimmt ein primitives Periodenpaar des Ar- 
gumentes mit einem der fünf l'eriodenpaare 

(2w,2<ü'), (4(0, 2u)'), (2<u,4h.'), ( 4«., 2«) + 2<o'), {4(u,4(u') 

Überein. Dieses primitive Periodenpaar möge mit (2cö, 2<«'} bezeichnet werden. 
Wird nun die den Untersuchungen des Art. 56 und des Art. 58 zu 
Gmnde gelegte Function S(w|u>,u)') durch die Function S(m|(J5,<5') ersetzt, so 
kann die Function '^(u) auf die im Art. 58(5.) angegebene Form gebracht 
werden und es ergeben sich dann die Perioden der aus der Function cf{u) ent- 
springenden Integralfunction ff (m) du aus den in demselben Art. entwickelten 
Gleichuns^en. 
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